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1. Introduction 

Nous poursuivons dans cet article la construction et l'etude de la correspondance de Simpson 
p-adique initiee dans [3J, suivant l'approche generale resumee dans [2J. Apres avoir fixe les notations 
et conventions generates au § [2j nous developpons dans les sections [3] a [6] quelques preliminaires 
utiles pour la suite. Nous precisons au § [3] le cadre geometrique dans lequel seront placees nos 
constructions et etablissons un resultat technique important de connexite de certains schemas 
(|3.7p . L'intermede §[3]regroupe quelques sorites utilises a divers endroits du texte sur le complexe 
de Koszul. La section [5] developpe le formalisme des categories additives a isogenie pres. La section 
[6] est consacree a l'etude des systemes projectifs d'un topos annele, en particulier a la notion de 
module adique et aux conditions de finitude appropriees a ce cadre. 

Soit K un corps de valuation discrete complet de caracteristique 0, a corps residuel algebri- 
quement clos de caracteristique p et soit K une cloture algebrique de K. On note Gk l'anneau 
de valuation de K, G-^ la cloture integrale de &k dans K et @c le separe complete p-adique de 
6-j£. On pose S — Spec(^i<-) et on le munit de la structure logarithmique definie par son 
point ferme. On considere dans cet article un schema logarithmique (X,^x) lisse au-dessus de 
(S,^s), verifiant une condition locale (|3.9p correspondant aux hypotheses faites dans la premiere 
partie ([3] 6.2). On note X° le sous-schema ouvert maximal de X ou la structure logarithmique 
est triviale. Le cadre topologique dans lequel se realise la correspondance de Simpson p-adiquc 
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est celui du topos de Faltings E associe au morphisme canoniquc X° ®k K — > X, dont l'etude 
detaillee a ete menee independamment dans [?]. Nous l'equipons dans §[7] d'un anneau 33. Nous 

introduisons ensuite dans § |5] le topos E s fibre speciale de E et le topos annele (Ef , 33) complete 
formel p-adique de (E, 33), dans lequel auront lieu nos principales constructions. 

Comme il a ete esquisse dans l'introduction generale [2] , la correspondance de Simpson p-adiquc 
depend d'une deformation (logarithmique) lisse de X &c au-dessus de l'epaississement infini- 
tesimal p-adique universel de &c d'ordre < 1, introduit par Fontaine ([3] 9.8). Nous supposons dans 
la suite de cette introduction qu'il existe une telle deformation que nous Axons. Nous definissons 
dans la section [9j pour tout nombre rationnel r > 0, la 33-algebre de Higgs-Tate d'epaisseur r, 
notee ^f' r ). Ces algebres forment un systeme inductif : pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on 
a un homomorphisme canonique — > ^ r ' . Ce sont des analogues faisceautiques des algebres 
de Higgs-Tate introduites dans la premiere partie (|3J 12.1). Elles sont naturellement munies de 
champs de Higgs. La section [TU] contient deux resultats d'acyclicite fondamentaux pour la suite. 
Nous demontrons (|10.24l) que la limite inductive des complexes de Dolbeault de pour r £ Q>o, 

est une resolution de 33, a isogenie pres. D'autre part, notant X le schema formel complete p-adiquc 
de X ®ff K &jci 011 dispose d'un morphisme canonique de topos anneles 

T: (£f,I)^(I zar ,^). 
Nous demontrons (|10.18[) que l'homomorphisme canonique 

X [-] -> lim T4^)[-} 

P r^ >0 P 

est un isomorphisme, et que pour tout entier q > 1, 

lim R«T»(%f (r) )[i] =0. 
— ► V 

La section [TT] est consacree a la construction de la correspondance de Simpson p-adique. Nous 
introduisons les notions de module de Dolbeault et de fibre de Higgs soluble pi. lip et nous 
montrons (jll.26p qu'elles donnent lieu a deux categories equivalentes. Nous construisons en fait 
deux equivalences de categories explicites et quasi-inverses l'une de l'autre. Nous etablissons aussi 
la compatibilite de cette correspondance au passage a la cohomologie (jll.29[) . Nous etudions dans 
§ [12] la fonctorialite de cette correspondance par localisation etale sur X. On s'attend a ce que la 
categorie fibree des modules de Dolbeault au-dessus du site etale restreint de X soit un champ 
(|12.15p . Allant dans ce sens, nous montrons le caractere local pour la topologie de Zariski de X de 
la propriete Dolbeault (|12. 16|) . Nous terminons dans la section [T3] en construisant des exemples de 
modules de Dolbeault. On s'attend en effet a ce que les fibres de Higgs petits (| 13 . 1 1) soient solubles 
et correspondent done a des modules de Dolbeault. Nous demontrons f| 13 .3[) que e'est bien le cas si 
X est affine du type considere dans la premiere partie [3]. Nous demontrons aussi (|13.4p que e'est 
le cas en general si les modules de Dolbeault forment un champ. 

2. Notations et conventions 

Tous les anneaux consideres dans cet article possedent un element unite; les homomorphismes 
d'anneaux sont toujours supposes transformer V element unite en V element unite. Nous considerons 
surtout des anneaux commutatifs, et lorsque nous parlons d 'anneau sans preciser, il est sous- 
entendu qu'il s'agit d'un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous 
parlons d'un topos annele (X, A) sans preciser, que A est commutatif. 
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2.1. Dans cet article, p designe un nombre premier, K un corps de valuation discrete complet 
de caracteristique 0, a corps residuel algebriquement clos k de caracteristique p, et K une cloture 
algebrique de K. On note Gk I'anneau de valuation de K, Gjf la cloture integrale de Gk dans 
K, my l'ideal maximal de Gj^, k le corps residuel de Gj^ et v la valuation de K normalisee par 
v(j>) = 1. On designe par Gc le separe complete p-adique de G^-, par C son corps des fractions et 
par mc son ideal maximal. Sauf mention explicite du contraire, on considere Gc comme un anneau 
adique, muni de la topologie p-adique ([Tj 1.8.7) ; c'est un anneau 1-valuatif (|Tj 1.9.9). 

On choisit un systeme compatible (f3 n ) n >o de racines n-iemes de p dans Gw. Pour tout nombre 
rationnel e > 0, on pose p e = (f3 n ) en . ou n est un entier > tel que en soit entier. 

On pose S = Spec(Gj(), S = Spec(GjA et S = Spec(Gc)- On note s (resp. T), resp. rj) le point 
ferine de S (resp. generique de S, resp. generique de S). Pour tout entier n > 1 et tout S'-schema 
X, on pose S n = Spec(^- / 'p n Gk) et 

(2.1.1) X n =Xx s S n . 

On munit S de la structure logarithmique ,4(s definie par son point ferme, autrement dit, 
= 3*{&n) ^ ^S: ou j '■ V S est l'injection canonique (cf. [3] 5.10). Si it est une uniformisante 
de Gk, on designe par 

(2.1.2) t ff :N->r(S,Js) 

riiomomorphisme defini par = ir, qui est une carte pour (S,^s) (cf- [3J 5.13). On munit S 

et S des structures logarithmiques ^Sg et „#— images inverses de (cf- [3] 5.11). 

On designe par ,5^ — Spf [Gc) le schema formel complete p-adique de S ou, ce qui revient au 
meme, de S. 

2.2. Rappelons ([3] 9.3) que Fontaine associe fonctoriellement a toute Z( p )-algebre A I'anneau 

(2.2.1) = lim A/pA, 

et un homomorphisme 9 de I'anneau W(&a) des vecteurs de Witt de M 'a dans le separe complete 
p-adique A de A. On pose 

(2.2.2) £/ 2 (A) = W(& A )/ker(9) 2 

et on note encore 9: £?2(&a) —> A l'homoinorphisme induit par 9. 

2.3. Dans cet article, on se donne une suite (p n )n>o d'elements de Gj^ telle que po = p et pf l+1 = p n 
pour tout n > 0. On designe par p l'element de (|2.2.ip induit par la suite (p n )n>o et on pose 

(2.3.1) C = bl-peW(%), 

ou [ ] est le representant multiplicatif. L' homomorphisme 9: W(tffl&—) — > Gc est surjectif et son 
noyau est engendre par £, qui n'est pas un diviseur de zero dans W(&e—) ([3] 9.5). On a done une 
suite exacte 

(2.3.2) — ► G c ^2{G-pr) G w — > 0, 

ou on a encore note •£ le morphisme induit par la multiplication par £ dans ^(R)- L'ideal kcr(#) 
de s^i{G^) est de carre nul. C'est un ^c-module libre de base £. II sera note £Gc- On observera 
que contrairement a £, ce module ne depend pas du choix de la suite (p n )n>o- 

On note £,~ 1 Gc le ^c-module dual de £Gc- Pour tout ^c-module M, on designe les ^c-modules 
M <S>e c (£Gc) et M ®e c (t;~ 1 Gc) simplement par £M et £ _1 M, respectivement. On observera que 
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contrairement a £, ces modules ne dependent pas du choix de la suite (p n )n>o- H est done important 
de ne pas les identifier a M. 
On pose 

(2.3.3) ^ 2 {S) = Spec(^ 2 (^)) 

que l'on munit de la structure logarithmique definie dans ([3] 9.8). Le schema logarithmique 

'^t/ 3 (g)) est a l° rs fin et sature, et 9 induit une immersion fermee exacte 

(2.3.4) %: (t, J&g) -+ (zf 2 (S), JZ^S)). 

2.4. Pour toute categorie abelienne A, on designe par D(A) sa categorie derivee et par D~(A), 
D + (A) et D b (A) les sous-categories pleines de D(A) formees des complexes a cohomologie bor- 
nee superieurement, inferieurement et des deux cotes, respectivement. Sauf mention expresse du 
contraire, les complexes de A sont a differentielles de degre +1, le degre etant ecrit en exposant. 

2.5. Dans tout cet article, on fixe un univers U possedant un element de cardinal infini. On appelle 
categorie des U-ensembles et l'on note Ens, la categorie des ensembles qui se trouvent dans U. Sauf 
mention explicite du contraire, il sera sous-entendu que les schemas envisages dans cet article sont 
elements de l'univers U. On designe par Sch la categorie des schemas elements de U. 

2.6. Suivant les conventions de ((5] VI), nous utilisons l'adjectif coherent comme synonyme de 
quasi-compact et quasi-separe. 

2.7. Soit (X, A) un topos annele. On note Mod(A) ou Mod(A, X) la categorie des A-modules de 
X. Si M est un A-module, on designe par Sa(M) (resp. Aa{M), resp. Ta(M)) l'algebre symetrique 
(resp. exterieure, resp. a puissances divisees) de M ([20] I 4.2.2.6) et pour tout entier n > 0, par 
Sa(M) (resp. A^(M), resp. T A (M)) sa partie homogene de degre n. On omettra l'anneau A des 
notations lorsqu'il n'y a aucun risque d'ambigu'ite. Les formations de ces algebres commutent a la 
localisation au-dessus d'un objet de X. 

Definition 2.8 ([6] I 1.3.1). Soit (X, A) un topos annele. On dit qu'un A-module M de X est 
localement projectif de type fini si les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites : 

(i) M est de type fini et le foncteur J^om^Af, •) est exact ; 

(ii) M est de type fini et tout epimorphisme de A-modules N — >• M admet localement une 
section ; 

(iii) M est localement facteur direct d'un A-module libre de type fini. 

Lorsque X a suffisamment de points et que pour tout point i de X, la fibre de A en a; est un 
anneau local, les A-modules localement projectifs de type fini sont les A-modules localement fibres 
de type fini (0 I 2.15.1). 

2.9. Pour tout schema X, on note Et/x (resp. X&) le site (resp. topos) etale de X. On designe 
par Etf/x le site fini etale de X, e'est-a-dire, la sous-categorie pleine de Et j X formee des schemas 
etales finis sur X, munie de la topologie induite par celle de Et/x, et par le topos fini etale de 
X, e'est-a-dire, le topos des faisceaux de U-ensembles sur Etf /x (c£. [4] 9.2). L'injection canonique 
Etf /x Et jx induit un morphisme de topos 

(2.9.1) px- X 6t ->X m . 
On designe par X zar le topos de Zariski de X et par 

(2.9.2) U:X 6t ->Vzar 
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le morphisme canonique ([5] VII 4.2.2). Si F est un <??x-module de X zar , on note encore F le 
faisceau de X& defini pour tout X-schema etale X' par ([5] VII 2 c)) 

(2.9.3) F(X')=r(X',F®ff x x >). 

Cet abus de notation n'induit aucune confusion. On a un isomorphisme canonique 

(2.9.4) u„{F)^F. 

Nous considerons done u comme un morphisme du topos annele (Xg t , 0x) vers le topos annele 
(X zar , Ox)- Nous utilisons pour les modules la notation it -1 pour designer l'image inverse au sens 
des faisceaux abeliens et nous reservons la notation u* pour l'image inverse au sens des modules. 
L 'isomorphisme (|2.9.4[) induit par adjonction un morphisme 

(2.9.5) u*(F)^F. 

Celui-ci est un isomorphisme si F est un ^^-module de presentation finie. En effet, la question etant 
locale, on peut se borner au cas ou il existe une suite exacte de (^-modules ff x — > ff x — > F — » 
de X zar . Celle-ci induit une suite exacte de (^-modules ff x — > ff x — > F — > de X&%. L'assertion 
s'ensuit compte tenu de l'exactitude a droite du foncteur u*. 

2.10. Soient X un schema connexe, x un point geometrique de X. On designe par 

(2.10.1) uj-: Et f/X -> Ens 

le foncteur fibre en x, qui a tout revetement etale Y de X associe l'ensemble des points geometriques 
de Y au-dessus de x, par tti(X,x) le groupe fondamental de X en x (e'est-a-dire le groupe des 
automorphismes du foncteur u%) et par B Wl (x,sf) le topos classifiant du groupe profini m(X,x), 
e'est-a-dire la categorie des U-ensembles discrets munis d'une action continue a gauche de "K\{X, x) 
(GO IV 2.7). Alors o% induit un foncteur pleinement fidele 

(2.10.2) [lL : Etf/x — » B ni (x,x) 

d'image essentielle la sous-categorie pleine de 'B 7ri ^ x ,x) formee des ensembles finis ( [14J V § 4 et 
§ 7). Soit (Xi)i(zj un systeme projectif sur un ensemble ordonne filtrant / dans Etf/x qui P r0 ~ 
represente w^, normalise par le fait que les morphismes de transition Xi —> Xj (i > j) sont des 
epimorphismes et que tout epimorphisme Xi —¥ X' de Etf /x est equivalent a un epimorphisme 
Xi —> Xj (j < i) convenable. Un tel pro-objet est essentiellement unique. II est appele le revitement 
universel normalise de X en x ou le pro-objet fondamental normalise de Etf jx en x. On notera 
que l'ensemble I est U-petit. Le foncteur 

(2.10.3) z^: X m ->■ B Mx ,x), F ^ lirn F(X, t ) 

est une equivalence de categories qui prolonge le foncteur ^ (cf. [4] 9.7). On l'appelle le foncteur 
fibre de Xfet en x. 

2.11. Conservons les hypotheses de 12.101 soit de plus R un anneau de Xf^t- Posons — vr(R) 
qui est un anneau muni de la topologie discrete et d'une action continue de Tri{X,x) par des 
homomorphismes d'anneaux. On designe par Rep^ c (7Ti (F, y)) la categorie des ii^-representations 
continues de ir\(Y,y) pour lesquelles la topologie est discrete (j3| 3.1). En restreignant le foncteur 
Ux aux i?-modules, on obtient une equivalence de categories que Ton note encore 

(2.11.1) t%: Mod(i?) ^ Repgf. c (vri(X,x)). 

Pour qu'un i?-module M de Xf&t soit de type fini (resp. localement projectif de type fini ()2.8j) ). 
il faut et il suffit que le i?£-module sous-jacent a u^{M) soit de type fini (resp. projectif de 
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type fini). En effet, la condition est necessaire en vertu de ([4] 9.8). Montrons qu'elle est suf- 
fisante. Supposons d'abord le it^module Vx(M) de type fini. Soient N un it^-module libre de 
base ei, . . . ,ed, u: N — > z%(M) un epimorphisme it^lineaire. L'assertion recherchee etant locale 
pour Xfct, quitte a remplacer X par un revetement etale, on peut supposer que -ki{X,x) fixe 
les elements it(ei), . . . , u(e<i) de i^(M). Munissant N de l'unique ^^representation de tt 1 (X,x) 
telle que ei,...,e<j soient fixes, l'homomorphisme u est alors iti(X, x)-equivariant. Par suite, M 
est un i?-module de type fini. Supposons de plus le ife-module z%(M) projectif de type fini. Soit 
v : v%{M) — > N un scindage ife-lineaire de u. Quitte a remplacer de nouveau X par un revetement 
etale, on peut supposer que Tti(X,x) fixe les elements v(u(ei)), . . . ,v(u(e ( i)) de N. Par suite, v est 
7ri(X,x)-equivariant. On en deduit que M est facteur direct d'un i?-module libre de type fini; d'ou 
l'assertion. 

3. SCHEMAS LOCALEMENT IRREDUCTIBLES 

3.1. Soit X un schema dont l'ensemble des composantes irreductibles est localement fini. On 
rappelle que les conditions suivantes sont equivalentes ([TB] 0.2.1.6) : 

(i) Les composantes irreductibles de X sont ouvertes. 

(ii) Les composantes irreductibles de X sont identiques a ses composantes connexes. 

(iii) Les composantes connexes de X sont irreductibles. 

(iv) Deux composantes irreductibles distinctes de X ne se rencontrent pas. 

Le schema X est alors la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. Lorsque ces 
conditions sont remplies, on dit que X est localement irreductible. Cette notion est clairement locale 
sur X, i.e., si (X^i^i est un recouvrement ouvert de X, pour que X soit localement irreductible, 
il faut et il sufht que pour tout i € I, il en soit de meme pour Xj. 

Remarques 3.2. (i) L'ensemble des composantes irreductibles d'un schema localement noetherien 
est localement fini ([16J 0.2.2.2). 

(ii) Pour qu'un schema normal soit localement irreductible, il faut et il suffit que l'ensemble de 
ses composantes irreductibles soit localement fini. En effet, la condition (iv) est clairement verifiee. 

(iii) Un schema localement irreductible X est etale- localement connexe, i.e., pour tout mor- 
phisme etale X' — > X, toute composante connexe de X' est un ensemble ouvert dans X' ([1] 
9.6.3). 

Lemme 3.3. Soient X un schema normal et localement irreductible, f:Y^X un morphisme 
etale. Alors Y est normal et localement irreductible. 

En effet, Y est normal en vertu de Q25J VII prop. 2). II suffit done de montrer que l'ensemble 
de ses composantes irreductibles est localement fini d'apres l3~27 ii). La question etant locale sur X 
et Y , on peut se borner au cas ou ils sont affines, de sorte que / est quasi-compact et par suite 
quasi-fini. L'assertion recherchee resulte alors de ([19] 2.3.6(iii)). 

Lemme 3.4. Soient X un schema normal, j : U — > X une immersion ouverte dense et quasi- 
compacte. Pour que X soit localement irreductible, il faut et il suffit qu'il en soit de mime de U. 

En effet, si X est localement irreductible, il en est de meme de U. Inversement, supposons U 
localement irreductible et montrons qu'il en est de meme de X. On peut clairement se borner 
au cas ou X est quasi-compact. Par suite, U est quasi-compact et n'a done qu'un nombre fini de 
composantes irreductibles d'apres [3~TT i). II en est alors de meme de X puisque X et U ont memes 
points generiques. Comme X est normal, il est localement irreductible en vertu de I3.2f ii). 

Lemme 3.5. Soit A un anneau local henselien, B une A-algebre integre et entiere sur A. Alors B 
est un anneau local henselien. Si, de plus, A est strictement local, il en est de mime de B. 
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Considerons B comme une limite inductive filtrantc de sous-A-algebres de type fini (£?j)j g /. 
Pour tout i E I, Bi etant integre et fini sur A, il est local et henselien. Pour tous (i, j) £ I 2 tel que 
i < j> le morphisme de transition Bi — > £?j etant fini, il est local. Par suite, B est local et henselien 
( [25] I § 3 prop. 1). Supposons A strictement local. Comme 1'homomorpliisme A — »• B est local, le 
corps residuel de B est une extension algebrique de celui de A. II est done separablement clos. Par 
suite, B est strictement local. 

Lemme 3.6. Soient X un schema, x un point geometrique de X , X' le localise strict de X en 
x, Y un X -schema, Y' = Y Xx X' , f:Y'—^Y la projection canonique. Alors I'homomorphisme 
canonique f~ 1 {0y) @Y> es t un isomorphisme de YL. 

Considerons X' comme une limite projective cofiltrante de voisinages etales affines (Xi)^i de x 
dans X (cf. [5] VIII 4.5) et posons Yi = Y Xx Xi pour tout i G I. Le schema Y' est alors la limite 
projective des schemas (Yi) e i ([19J 8.2.5). Soit y un point geometrique de Y' . Pour tout i G I, 
la projection canonique Yi — y Y induit un isomorphisme entre les localises stricts de Yi et Y en 
les images canoniques de y. D'autre part, il resulte de ([16] 0.6.1.6) et ([25] I § 3 prop. 1) que le 
localise strict de Y' en y est la limite projective des localises stricts des Yi en les images canoniques 
de y. Par consequent, la projection canonique Y' — > Y induit un isomorphisme entre les localises 
stricts de Y' en y et Y en f(y) ; autrement dit, I'homomorphisme canonique &yj(g) ~ * &Y',y est 
un isomorphisme ; d'ou la proposition. 

Proposition 3.7. Soient Y un trait strictement local (i.e., le spectre d'un anneau de valuation 
discrete henselien a corps residuel separablement clos), y et z ses points ferme et generique res- 
pectivement, z un point geometrique de Y localise en z dont le corps residuel k(z) est une cloture 
separable du corps residuel k(z) de z, Y la fermeture integrale de Y dans z, /: X Y un mor- 
phisme plat et localement de type fini, x un point geometrique de X au-dessus de y, X' le localise 
strict de X en x. Supposons X normal et X XyY normal et localement irreductible. Alors X 1 ' XyY 
est normal et strictement local. 

On notera d'abord que Xxy z etant localement noetherien, il est localement irreductible d'apres 
I3.2f i) et par suite X est localement irreductible en vertu de 13.41 Montrons d'abord que X' x Y Y 
est normal et que l'ensemble de ses composantes irreductibles est fini. On peut se borner au cas ou 
X est affine. Considerons X' comme une limite projective cofiltrante de voisinages etales affines 
(.Xj) e j de x dans X (cf. [5] VIII 4.5). Alors X' Xy Y est canoniquement isomorphe a la limite 
projective des schemas (Xi x Y Y) ie i ([19] 8.2.5). Pour tout i e /, les schemas X, t et X, t x Y Y 
sont affines, normaux et localement irreductibles d'apres [3.31 Chacun est done une somme finie de 
schemas affines, integres et normaux (|3. II) . Quitte a remplacer Xi par sa composante irreductible 
contenant l'image de x, on peut se borner au cas ou les Xi sont irreductibles. En particulier, pour 
tout G I 2 tel que i < j, le morphisme Xj — > Xi est dominant et done schematiquement 

dominant ([16] 5.4.3). II en est alors de meme du morphisme Xj Xy Y — > Xi x Y Y ([19] 11.10.5). 
Soit I un nombre premier inversible dans Y . En vertu de ([H] XIII 2.1.4 et 3.2), le F^-espace 
vectoriel H (X' Xy z,¥() est de dimension finie n. D'autre part, pour tout i G /, le morphisme 
canonique X 1 Xy ~z — > X, L xy ~z est dominant d'apres ([19] 8.3.8(i)). Par suite, 

(3.7.1) dimF.H ^ xyz,¥ e ) < n. 

Comme Xi XyY est plat sur Y, le nombre de composantes irreductibles de Xi XyY est borne par 
n. On deduit de ce qui precede que X' XyY est une somme finie de n schemas affines et integres 
([IH] 0.6.1.6). Par ailleurs, X' Xy Y est normal d'apres ([TB] 0.6.5.12(h)) ; d'ou l'assertion. 

D'apres ce qui precede, X' Xy Y est la somme des schemas induits sur ses composantes irre- 
ductibles (|3.1[) . Chacun de ces schemas est affine, integre, normal et entier sur X' . II est done 
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strictement local en vertu de 13.51 D'autre part, le corps residuel de T(Y, ffy) etant une exten- 
sion radicielle de celui de T(Y, &y), la projection canonique Y Xy y — s> y est un homeomorphisme 
universel. II en est alors de meme de x x Y Y —> x. Par suite, X' x Y Y est connexe ; d'ou la 
proposition. 

Definition 3.8. Soient /: (X, j#x) — * (S, Ms) un morphisme de schemas logarithmiques, 7r une 
uniformisante de Gk, (N, l„) la carte pour (S, ~4Hs) associee a ir (|2.1.2p . (P, 7) une carte pour 
(X, ) ([3] 5.13), N->Pun homomorphisme tels que le diagramme 

(3.8.1) (x,^f x )^-^P[P] 

{S,JZ S )— ^P[N] 

soit commutatif, de sorte que ((P, 7), (N, $) est une carte pour / (cf. [3] 5.14). On dit que la 
carte ((P, 7), (N, £„■),#) est adequate si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) Le monoi'de P est torique, i.e., P est fin et sature et P sp est libre sur Z ([3] 5.1). 

(ii) L 'homomorphisme ■& est sature ([3] 5.2). 

(iii) L'homomorphisme i? sp : Z — > P sp est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(i? sp ) est 
d'ordre premier a p et le morphisme de schemas usuels 

(3.8.2) X ^ S x B[N] B[P] 

deduit de ()3.8.1|) est etale. 

(iv) Posons A = E P, 

(3.8.3) L = Hom z (P sp ,Z), 

(3.8.4) H(P) = Hom(P,N). 

On notera que H(P) est un monoi'de fin, sature et affute et que l'homomorphisme cano- 
nique H(P) gp Hom((P tt ) sp ,Z) est un isomorphisme ( [23] 2.2.1). On suppose qu'il existe 
hi, . . . , h r G H(P), qui sont Z-lineairement independants dans L, tels que 



(3.8.5) ker(A) n H(P) = {V a t h t \ (ai,...,a r )e N r }, 



1 



ou l'on considere A comme un homomorphisme L — > Z. 

Definition 3.9. On dit qu'un morphisme de schemas logarithmiques /: (X,^x) — > {S,^s) est 
adequat si X est de type fini sur S et si etale-localement sur X, / admet une carte adequate (|3.8p . 
On dit aussi que le schema logarithmique (X,^Mx) est adequat sur (S, j$s) ou (S ', jfa '<?)- adequat. 

La notion de morphisme adequat de schemas logarithmiques correspond a la notion de mor- 
phisme a singularites toroidales de Faltings. Dans sa terminologie, un morphisme de schemas 
logarithmiques / : (X, .<#x) — > (S, ^#s) est qualifie de petit si / admet une carte adequate, si X est 
affine et connexe et si X s est non-vide, autrement dit, si les conditions de ((3] 6.2) sont remplies. 
Nous preferons eviter cette terminologie. 

Proposition 3.10. Soit /: (X,^x) ^ (S,^s) un morphisme adequat de schemas logarith- 
miques. Alors : 

(i) Le morphisme f est lisse et sature ([3j 5.18). 

(ii) Le schema usuel X v — X x$ 77 est lisse sur 77 et la structure logarithmique j^x\^-r\ s ur X ri 
est definie par un diviseur a croisements normaux sur X v . 
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(iii) Le schema X est S-plat. 

(iv) Le schema X ®s s est reduit. 

(v) Les schemas X et X x s S sont normaux et localement irreductibles (|3.ip . 

(i) Cela resulte aussitot ([22J 3.5) et ([28] chap. II 3.5). 

(ii) La question etant locale pour la topologie etale de X, on peut supposer que / admet une 
carte adequate. La proposition resulte alors de ([3] 6.3(v)). On notera que les conditions (Ci) et 
(C2) de ([3] 6.2) ne jouent aucun role dans la preuve de cet enonce. 

(iii) Cela resulte de (i) et ([22J 4.5). 

(iv) Cela resulte de (i) et ([28] chap. II 4.2). 

(v) Le schema X est normal en vertu de (i) et ([23] 8.2 et 4.1 ; cf. aussi [27] 1.5.1). On en deduit 
par passage a la limite inductive que le schema X Xg S est normal (cf. la preuve de [3] 6.3(iii)). 
Comme X est noetherien, il est localement irreductible d'apres l3~27 ii). Par ailleurs, comme X x$ S 
est S'-plat, ses points generiques sont les points generiques du schema X x$rj 1 qui est noetherien. 
Par suite, P ensemble des points generiques de X x s S est fini, etXxs^ est localement irreductible 
en vertu de I3.2f ii) . 

4. Variation sur le complexe de Koszul 

4.1. Dans cette section, (X,A) designe un topos annele. Pour tout morphisme de A-modules 
u: E —> F, il existe sur l'algebre bigraduee S(E) ® A A(F) (|2.7p (anti-commutative pour le second 
degre; [20] I 4.3.1.1) une unique ^-derivation 

(4.1.1) d u : S(E) ® A A(F) -> 8(E) ® A A(F) 

de bidegre (—1,1) telle que pour toutes sections locales xi,...,x n de E (n > 1) et y de A(F), on 
ait 

n 

(4.1.2) d u ([xi ® ■ ■ ■ <8> x n ] ® y) = }Jxx ® ■ ■ ■ ® Xj-i ® x i+ i ® ■ ■ ■ ® x n ] ® (u(xj) A y), 

»=i 

(4.1.3) d u (l®y) = 0. 

Elle satisfait de plus d u o d u = 0. Pour tout entier n > 0, la partie homogene de degre n de 
S(.E') ®>a A(F) donne un complexe 

(4.1.4) -> S n (E) -> S™" 1 ^) <Z)a F -> > E <g> A A" _1 (F) -> A"(F) -> 0. 

L'algebre S(E') 0a A(F) munie de la derivation d u depend fonctoriellement de u. 

Si A est une Q-algebre, identifiant S(E) a l'algebre a puissances divisees T(E) de E, d u s'identifie 
a la A-derivation de T(E) ® A A(F) definie dans (|20] I 4.3.1.2(b)). II resulte alors de Q20J I 4.3.1.6) 
que si u est un isomorphisme de A-modules plats, la suite (|4.1.4I) est exacte. 

4.2. Soit 

(4.2.1) -> E -> F -> 

une suite exacte de A-modules plats. D'apres ([20] I 4.3.1.7), celle-ci induit pour tout entier n > 1, 
une suite exacte localement scindee (|2.7p 

(4.2.2) -> S"" 1 ^) -> S n (£) S n (F) -> 0. 
On en deduit une suite exacte 



(4.2.3) 



s™- 1 ^) -4- s™(£)/s ,l - 2 (£) s ,l (F) o. 
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On definit ainsi un foncteur S™ de la categorie Ext(-F, A) des extensions de F par A dans la 
categorie Ext(S"(F), S n ~ 1 (F)) des extensions de S n (F) par S n_1 (F). Passant aux groupes des 
classes d'isomorphismes des objets de ces categories, on obtient un homomorphisme, que Ton note 
encore 

(4.2.4) S": Ext\(F,A) Ext\(S n (F) , S^ 1 (F)) . 

4.3. Soient F un A-module localement projectif de type fini (|2.8p . n un entier > 1. La suite 
spectrale qui relie les Ext locaux et globaux ([5] V 6.1) fournit un isomorphisme 

(4.3.1) Ext\(F,A) ^H l {X,Jfom A {F,A)). 

De meme, comme le A-module S n (F) est localement libre de type fini, on a un isomorphisme 
canoniquc 

(4.3.2) Ext^S'^S"- 1 ^)) ^K 1 (X,Jfom A (S n (F) 1 S n - 1 (F))). 
Par ailleurs, on designe par 

(4.3.3) J„: Jfom A (F,A) -> Jf om A (S n (F), S n ^(F)) 

le morphisme qui pour tout U € Ob(X), associe a tout morphisme u: F\U — > A\U la restriction a 
S n (F)\U de la derivation d u de S(F|J7) definie dans (|4.1.ip . Celui-ci induit un accouplement 

(4.3.4) JTom A {F, A) ® A S n {F) ->■ S™" 1 ^). 

Proposition 4.4. Pour tout A-module localement projectif de type fini F et tout entier n > 1, le 
diagramme 

(4.4.1) Ext^(F,A) - ^Ext^S"^)^ 1 ^)) 

H X (X, jeom A {F,A)) — , -^R 1 (X,Jfom A (S n (F),S n - 1 {F))) 

oil S™ est le morphisme (|4.2.4p , J„ est le morphisme (|4.3.3|) et les fleches verticales sont les iso- 
morphismes (|4.3.ip et (|4.3.2p . est commutatif. 

On rappelle d'abord ([5] V 3.4) que la suite spectrale de Cartan-Leray relative aux recouvrements 
de l'objet final de X induit un isomorphisme 

(4.4.2) ^(X^om^A)) 4- H 1 (X, J^om A {F, A)), 

ou la source designe le groupe de cohomologie de Cech ((5] V (2.4.5.4)). On peut decrire explicite- 
ment 1'isomorphisme 

(4.4.3) Ext^(F,A) 4 H^X, Jfom A (F,A)) 
compose de (|4.3.ip et l'inverse de (|4.4.2[) comme suit. Soit 

(4.4.4) O^i^EAf 40 

une suite exacte de A-modules. Comme F est localement projectif de type fini, il existe une famille 
a M = (Ui)iei d'objets de X, epimorphique au-dessus de l'objet final, telle que pour tout i G /, il 
existe une section (A|[/i)-lineaire F\Ui E\Ui de v\Ui. Pour tout (i 7 j) 6 I 2 , posant Uij = 
Ui x Uj, la difference tpij = ipi\Uij — ipj\Uij definit un morphisme de F \Uij dans A\U{ t j. La 
collection (ipi j) est un 1-cocycle pour le recouvrement a coefficients dans j4?om A (F, A) dont la 
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classe dans H 1 (X , JtfomA(F, A)) est l'image canonique de l'extension (|4.4.4j) (i.e., son image par 
risomorpliisme (|4.4.3|) ) . Pour tout i € /, on note ip™ le morphisme compose 

(4.4.5) S n (F)\Ui S"(£)|f7; > (S'^^/S"- 2 ^))!^ , 

ou la seconde fleche est la projection canonique. C'est clairement un scindage au-dessus de {Jj de 
la suite exacte (|4.2.3|) 

(4.4.6) -> S™" 1 ^) -> S"(S)/S"- 2 (£;) -> S n (F) -> 

deduite de (I4.4.4|) . Pour tout (i, j) e J 2 , la difference ififj = ip"\Uij —ip 7 j\Uij definit un morphisme 
de S n (F)\Uij dans S n ~ 1 (F)\Ui.j. La collection (ipfj) est un 1-cocycle pour le recouvrement ^ a 
coefficients dans ,^om A (S n (F),S n - 1 (F)) dont la classe dans H 1 (X, J^om A (S n (F), S' 1 ^ 1 (F))) est 
l'image canonique de l'extension (|4.4.6[) . 

Pour tout G I 2 et toutes sections locales x\, . . . ,x n de F\Uij, 

(4.4.7) ipi ij ([xi®---®x n \) = ffl([x 1 ®---®x n ])-i/}?([x 1 ®---®x n ]) 

= [(^-(sci) + ^ij(xi)) ® • ■• ® {<Pj(x n ) + fi,j(x n ))] 
-[(Pj(xi) <g> ■ ■ • O Vj(:En)] mod (S"~ 2 (i;)) 

n 

= ^,j(ia)[a:i ® • • • ® <g) (8) • • ■ <g> x n ) 

a=l 

= J n (fi,j)([xi®---®x n ]). 

La proposition s'ensuit. 
4.5. Soient 

(4.5.1) ^ A^ E ^ F ^ 

une suite exacte de A-modules localement projectifs de type fini, n, q un entier > 0. D'apres 14.21 
la suite exacte (|4.5.1[) induit une suite exacte 

(4.5.2) S n (F) -> S n+1 {E)/S n - 1 (E) -> S n+1 {F) -t 0. 
Par ailleurs, l'accouplement (|4.3.4|) induit un accouplement 

(4.5.3) H 1 (X,Jfom A (^A))® A(x) H«(X,S"+ 1 (^))^H«+ 1 (X,S"(F)). 
II resulte aussitot de 14.41 que le morphisme 

(4.5.4) E q (X, S" +1 (F)) -> H 9+1 (X, S n (F)) 

bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte (|4.5.2[) , est induit 
par le cup-produit avec la classe de l'extension (|4.5.1|) par l'accouplement (|4.5.3|) . 
Notons 

(4.5.5) d: T(X,F) -> H 1 (X, 4) 

le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte 
(|4.5.ip . II resulte encore de 14.41 (plus precisement de (|4.4.7|) ) qu'on a un diagramme commutatif 

(4.5.6) S n+1 (r(X,F)) ^T(X,S n+1 (F)) 

a 

S n (T(X,F)) ® A(X) R\X,A) ^R 1 (X,S n (F)) 
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ou a est la restriction a S n (T(X,F)) de la A(X)-derivation d d de S(T(X,F)) ® A (x) A(H X (X, A)) 
dermic dans (|4.1.1|) relativement au morphisme d, la fleche horizontale superieure (resp. inferieure) 
est le morphisme canonique (resp. est induite par le cup-produit) et la fleche verticale de droite est 
le morphisme (|4.5.4p pour q — 0. Par associativite du cup-produit, on en deduit que le diagramme 



(4.5.7) S n+1 (r(X,F))® A(x) W(X,A) 



S n (T(X,F)) ® A(X) H 1 (X, A) ® A(X) H q (X, A) 

id®U 

S n (T(X,F))® A{x) W+^XiA) 



■Ri(X,S n+1 (F)) 



■Ri +1 (X,S n (F)) 



ou U est le cup-produit de la j4(X)-algebre (Bi>oW (X , A), les morphismes horizontaux sont induits 
par le cup-produit et la fleche verticale de droite est le morphisme (|4.5.4p . est commutatif. 

4.6. Soient /: (X, A) {Y,B) un morphisme de topos anneles, 

(4.6.1) -s- A^ E -> F -> 

une suite exacte de A-modules localement projectifs de type fini. On designe par 

(4.6.2) u: f*(F) -> R 1 /*^) 

le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte 
(|4.6.ip . D'apres 14.21 la suite exacte (|4.5. 1[) induit pour tout entier n > 0, une suite exacte 



(4.6.3) 



-> S n (F) -> S n+1 (E)/S n - 1 (E) -> S n+L (F) -> 



Proposition 4.7. Sous les hypotheses de (14.611 . pour tous entiers n,q > 0, on a un diagramme 
commutatif 



(4.7.1) 



S n+1 (f*(F)) ®b R q f*(A) RV*(S n+1 (F)) 



S n (MF)) ® B R'MA) ® B R«f*(A) 

id®U 

S n (f*{F)) ®s R q+1 f*(A) R« +1 /*(S"(F)) 



ou d est le morphisme bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte 
(|4.6.ip . a est la restriction a S n+1 (/»(F)) de la B-derivation d u de S(/*(F))(8>s A(R 1 /*(A)) definie 
dans (I4.1.ip relativement au morphisme u (I4.6.2|) . U est le cup-produit de B-algebre ®;>oR 1 /*(j4) 
et les morphismes horizontaux sont induits par le cup-produit. 

En effet, R 9 /* (S n+1 (F)) est le faisceau sur X (pour la topologie canonique) associe au prefaisceau 
qui a tout V € Ob(y) associe R q (f*(V), S" +1 (F)), et d est induit par le morphisme 

(4.7.2) U q (f*(V),S n+1 (F)) -> R q+1 (f*(V), S n {F)) 



bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte (|4.6.3p . La propo- 
sition resulte alors de (|4.5.7p . 
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5. Categories additives a isogenies pres 



Definition 5.1. Soit C une categorie additive. 

(i) Un morphisme u: M — > N de C est appele isogenie s'il existe un entier n ^ et un 
morphisme v : N — > M de C tels que v o u = n ■ id m et u o v — n ■ id pj . 

(ii) Un objet M de C est dit d'exposant fini s'il existe un entier n ^ tel que rt • idjy,/ = 0. 

On peut completer la terminologie et faire les remarques suivantes : 

5.1.1. La famille des isogenies de C permet un calcul de fractions bilateral (|20J I 1.4.2). On 
appelle categorie des objets de C a isogenie pres, et Ton note Cq, la categorie localisee de C par 
rapport aux isogenies. On designe par 



En particulier, la categorie Cq est additive et le foncteur de localisation est additif. Pour qu'un 
objet M de C soit d'exposant fini, il faut et il suffit que Mq soit nul. 

5.1.4. Si C est une categorie abelienne, la categorie Cq est abelienne et le foncteur de localisation 
F: C — ¥ Cq est exact. En fait, Cq s'identifie canoniquement a la categorie quotient de C par 
la sous-categorie epaisse E des objets d'exposant fini. En effet, notons C/E la categorie quotient 
de C par E et T: C -> C/E le foncteur canonique ([H] III §1). Pour tout M E Ob(E), on a 
F(M) = 0. Par suite, il existe un et un unique foncteur F'; C/E — > Cq tel que F = F' o T. Par 
ailleurs, pour tout M G Ob(C) et tout entier n ^ 0, T(n ■ idjvf) est un isomorphisme. II existe done 
un et un unique foncteur T": Cq — > C/E tel que T = T' o F. On voit aussitot que T 1 et F 1 sont 
des equivalences de categories quasi-inverses l'une de l'autre. 

5.1.5. Tout foncteur additif (resp. exact) entre categories additives (resp. abeliennes) C — > C 
s'etend de maniere unique en un foncteur additif (resp. exact) Cq — > Cq, compatible aux foncteurs 
de localisation. 

5.1.6. Si C est une categorie abelienne, le foncteur de localisation C — > Cq transforme les objets 
injectifs en des objets injectifs ([12 III cor. 1 a prop. 1). En particulier, si C possede suffisamment 
d'injectifs, il en est de meme de Cq. 

5.2. Soit (X, A) un topos annele. On designe par Mod(A) la categorie des A-modules de X et 
par ModQ(A), au lieu de Mod(A)Q, la categorie des A-modules de X a isogenies pres (|5.1.ip . Le 
produit tensoriel des A-modules induit un bifoncteur 



faisant de ModQ(A) une categorie mono'idale symetrique, ayant Aq pour objet unite. Les objets 
de ModQ(A) seront aussi appeles des A^-modules. Cette terminologie se justifie en considcrant 
Aq comme un mono'ide de ModQ(A). Si M et N sont deux ^Q-modules, on note Hom^ (M, N) 
le groupe des morphismes de M dans N dans ModQ(A). Le bifoncteur "faisceau des morphismes" 
de la categorie des A-modules de X induit un bifoncteur 



Les bifoncteurs (|5 . 2 . 1[) et (|5.2.2I) heritent des memes proprietes d'exactitudes que les bifoncteurs 
sur la categorie Mod(A) qui leurs ont donne naissance. 




(5.2.1) 



Mod Q (A) x ModQ(A) ->■ Mod Q (A), (M, N) H> M ® All N, 



(5.2.2) 



Mod Q (A) x Mod Q (A) -> Mod Q (A), (M,N) h4 Jf°om Ail (M,N). 
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5.3. Pour tout morphisme de topos anneles /: (Y,B) — > [X, A), on designe encore par 

(5.3.1) /*:Mod Q (A) -> Mod Q (£), 

(5.3.2) /„:ModQ(B) -»• Mod Q (^), 

les foncteurs induits par les foncteurs image inverse et image directe par /, de sorte que le premier 
est un adjoint a gauche du second. Le premier foncteur est exact et le second foncteur est exact a 
gauche. On note 

(5.3.3) R/„: D+(Mod Q (S)) D+(Mod Q (A)), 

(5.3.4) RV*:Mod Q (B) Mod Q (A), (q e N), 

les foncteurs derives droits de /* (|5.3.2[) . Ces notations n'induisent aucune confusion avec celles des 
foncteurs derives droits du foncteur /* : Mod(_B) — > Mod(A), puisque le foncteur de localisation 
Mod(_B) — ► ModQ(i?) est exact et transforme les objets injectifs en des objets injectifs. 

Definition 5.4. Soit (X, A) un topos annele. On dit qu'un ^Q-module M est plat (ou Aq-plat) si 
le foncteur N H> M (&Aq N de la categorie MocIq(.A) dans elle-meme est exact. 

On peut faire les remarques suivantes : 

5.4.1. Soit M un ^.-module. Pour que Mq soit Ajj-plat, il faut et il sufht que pour tout morphisme 
injectif de ^-modules u: N — >• N' , le noyau de u ® idM soit d'exposant fini (|5.1.4|) . 

5.4.2. Si M est un A-module plat, alors Mq est Agrplat. 

5.4.3. Soient B une A-algebre, M un ^Q-module plat. Alors M <8>Aq Bq est BQ-plat. 

5.4.4. Soit B une ^4-algebre telle que le foncteur 

Mod(A) -> Mod(S), N^N® A B 

soit exact et fidele. Pour qu'un Ag-module M soit plat, il faut et il suffit que le BQ-module 
M ®A n Bq soit plat. 

5.5. Soient (X, A) un topos annele, U un objet de X. On designe par ju : X/u —¥ X le morphisme 
de localisation de X en U. Pour tout F £ Ob(X), le faisceau jjj(F) sera aussi note F\U. Le topos 
X/u sera annele par A\U . Le foncteur prolongement par zero ju\ ■ Mod(A|f7) —5- Mod(^4) etant 
exact et fidele ([5] IV 11.3.1), il induit un foncteur exact et fidele que l'on note encore 

(5.5.1) Jm : Mod Q {A\U) -> Mod Q (A), P ^ j m (P), 

et que Ton appelle encore le prolongement par zero. C'est un adjoint a gauche du foncteur (|5.3.ip 

(5.5.2) jIj : Modq(A) -> Mod q (A\U). 

Pour tout Ag-module M, le (A|£7)Q-module j v {M) sera aussi note M\U. Pour tout A-module N, 
on a par definition (N\U)q — Nq\U. 

Lemme 5.6. Soient (X,A) un topos annele, U un objet de X. Alors : 

(i) Pour tout (Aq\U) -module plat P, ju\(P) est Aq-plat. 

(ii) Pour tout Aq-module plat M , j u (M) est (Aq\U)-plat. 
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En effet, il resulte aussitot de ([5] IV 12.11) que pour tout AQ-module M et tout (Aq | {7)-module 
P, on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(5.6.1) ju\(P ®(A Q \u) ju(M)) 4 j m (P) ® Aq M. 

(i) Cela resulte de (|5 . 6 . 1[) et du fait que les foncteurs jjj et ju< son t exacts. 

(ii) II resulte de (|5.6.ip et du fait que le foncteur jm est exact que le foncteur 

(5.6.2) Mod Q (A\U) -y Mod Q (A), P ^ 3u ,(P ® {Aq[u) fc(M)) 

est exact. Comme le foncteur ju\ est de plus fidele (|5.5[) . on en deduit que le foncteur P t->- 
P ®(a q \u) 3u(M) sur la categorie M.odq(A\U) est exact ; d'ou la proposition. 

Lemme 5.7. Soient (X, A) un topos annele, (Ui)\<i< n un recouvrement fini de I'objet final de X, 
M,N deux AQ-modules. Pour tous 1 < i,j < n, on pose Uij — Ui x Uj. Alors : 

(i) Le diagramme d' applications d 'ensembles 

(5.7.1) Hom^ Q [M, N) —¥ J[ Kom {AQm (M\U h N\U t ) =t J] Roui (A(llUt ]) (M\U l3 , N\U^) 

l<i<n 

est exact. 

(ii) Pour que M soit nul, il faut et il suffit que pour tout 1 < i < n, M\Ui soit nul. 

(iii) Pour que M soit A^-plat, il faut et il suffit que pour tout 1 < i < n, M\U{ soit (Aq |L7j )-plat. 

(i) Soient M°,N° deux A- modules tels que M = Mq et N = Nq, u,v: M° -)■ N° deux 
morphismes A-lineaires. Supposons que pour tout 1 < i < n, on ait uq\Ui — vq\Ui. II existe alors 
un entier m^O tel que m • u\Ui — m ■ v\Ui. On en deduit que m • u — m ■ v, d'ou l'exactitude a 
gauche de (|5.7.1[) . Par ailleurs, soient, pour tout 1 < i < n, Ui : M°|{7, — > iV°|t/j un morphisme 
(A|C/i)-lineaire tels que (tti j Q)i<i<„ soit dans le noyau de la double fleche de (|5.7.ip . II existe alors 
un entier ml ^ tel que pour tout 1 < i,j < n, on ait m! ■ Ui\Uij = ml ■ Uj\Uij. Par suite, les 
morphismes (m 1 ■ Ui)i<i<n se recollent en un morphisme A-lineaire w: M° — > N°. II est clair que 
(ui,o)i<i<n est l'image canonique de m'~ 1 WQ, d'ou l'exactitude au centre de (|5.7.ip . 

(ii) En effet, M est nul si et seulement si idM = 0. L'assertion resulte done de (i). 

(iii) En effet, la condition est necessaire en vertu de l5.6f ii). et elle est suffisante compte tenu de 
(ii) et Q5| IV 12.11). 

5.8. Soient (X, A) un topos annele, E un A-module. On appelle A-isogenie de Higgs a coefficients 
dans E la donnee d'un quadruplet 

(5.8.1) {M,N,u: M -> N,9: M -> N ® A E) 

forme de deux ^4-modules M et N et de deux morphismes A-lineaires u et 9 verifiant la propriete 
suivante : il existe un entier n ^ et un morphisme A-lineaire v: N M tels que v o u = n ■ idjv/, 
uov = n-id-N et que (M, (w^ids) °0) et (N,0ov) soient des A-modules de Higgs a coefficients dans 
E ([3] 2.8). On notera que u induit une isogenie de modules de Higgs de (M, (v <8> id^) ° 9) dans 
(N, 0ov) (pTTj) . d'ou la terminologie. Soient (M, N, u, 9), (Af, N', u', 9') deux A-isogenies de Higgs 
a coefficients dans E. Un morphisme de (M,N,u,6) dans (M',N',u',9') est la donnee de deux 
morphismes v4-lineaires a : M — > M' et j3 : N — > N' tels que (3 o u = u' o a et (/3 ® ids) o 9 = 9' o a. 
On designe par IH(A, E) la categorie des A-isogenies de Higgs a coefficients dans E. C'est une 
categorie additive. On note IHq(A, E) la categorie des objets de IH(A, E) a isogenie pres. 
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5.9. Soient (X, A) un topos annele, E un A-module, (M, N, u, 9) une A-isogenie de Higgs a coef- 
ficients dans E. Pour tout i > 1, on designe par 

(5.9.1) 9 % : M® A f\ l E ->• N® A A i+1 E 

le morphisme A-lineaire defini pour toutes sections locales m de M et w de A l E par 9i(m ® cj) = 
0(m) A w. On note 

(5.9.2) 0; : Mq (8>a 8 (A 1 £)q -)• Mq ®a 8 (A 1+1 £)q 

le morphisme de Mod(j(^4) compose de l'image de Oi et de l'inverse de l'image de u ® id A ;+i£. 
Soient v : N — > M un morphisme A-lineaire, n un entier non nul tels que v o u = n ■ idjvf et que 
(M, (v <g> idfi) o 0) soit un A-module de Higgs a coefficients dans E. Notons 

(5.9.3) di\ M® A A l E -> M ® A A i+1 E 

le morphisme A-lineaire induit par (v®idE)°9 (0 (2.8.3)). L'image canonique de #j dans ModQ(A) 
est alors egale a n • ft. On en deduit que ft+i o 6i =0 (cf. [3] (2.8.2)). On appelle complexe de 
Dolbeault de (M, JV, u, 0) et l'on note K*(M, N, u, 9) le complexe de cochaines de ModQ(^4) 

(5.9.4) Mq ■% Mq ® Aq Eq Mq ® Aq (A 2 E)q 

ou Mq est place en degre et les differentielles sont de degre 1. On obtient ainsi un foncteur de 
la categorie IH(A,E) dans la categorie des complexes de ModQ(A). Toute isogenie de IH(A,E) 
induit un isomorphisme des complexes de Dolbeault associes. Le foncteur "complexe de Dolbeault" 
induit done un foncteur de IHq(A,E) dans la categorie des complexes de ModQ(A). 

5.10. Soient {X, A) un topos annele, B une A-algebre, A G T(X,A). On appelle X-isoconnexion 
relativement a Vextension B/A (ou simplement X-isoconnexion lorsqu'il n'y a aucun risque de 
confusion) la donnee d'un quadruplet 

(5.10.1) (M,N,u: M — > iV, V : M — > V} B/A ® B N) 

oil M et N sont des i?-modules, u est une isogenie de i?-modules (|5.ip et V est un morphisme 
A-lineaire tel que pour toutes sections locales x de B et t de M, on ait 

(5.10.2) V(srt) = Xd(x) <g> u{t) + xV{t). 

Pour tout morphisme £>-lineaire v. N — > M pour lequel il existe un entier n tel que uov — n ■ id^r 
et V o u = n ■ idjvf, les couples (M, (id ® v) o V) et (N, Vow) sont des modules a (nA)-connexions 
([5] 2.10), et u est un morphisme de (M, (id ®t)oV) dans (N, Vow). On dit que la A-isoconnexion 
(M, N, u, V) est integrable s'il existe un morphisme B-lineaire v : N — > M et un entier n ^ tels 
que uou = n-idjv, v o u — n ■ idjvf et que les (nA)-connexions (id ®w)oV sur M et V o v sur iV 
soient integrables. 

Soient (M, AT, u, V), (M', iV', it', V') deux A-isoconnexions. Un morphisme de (M, N, u, V) dans 
(M N',u', V) est la donnee de deux morphismes S-lineaires a : M — s* M' et fj : N — > iV 7 tels que 
/3 o u = it' o a et (id ® (3) o V = V' o a. 

5.11. Soient /: (X ', A') — > (X, A) un morphisme de topos anneles, B une A-algebre, B' une 
B-algebre, a: f*(B) — > B' un homomorphisme de A'-algebres, A S r(X, A), (M, N,u,V) une 
A-isoconnexion relativement a l'extension B/A. Notons A' l'image canonique de A dans T(X',A'), 
d! : B' — > Q^,^, la A'-derivation universelle de B' et 

(5.11.1) l-r{^B/ A )^^B-/A> 
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le morphisme a-lineaire canonique. On voit aussitot que (f*(M), f*(N), f*(u), /*(V)) est une 
A'-isoconnexion relativement a l'extension f*(B)/A', qui est integrable si (M, N,u,V) l'est. 
II existe un unique morphisme A'-lineaire 

(5.11.2) V: B'® f , {B) f*(M) -> il B , /A , ® MB) f*(N) 
tel que pour toutes sections locales x' de B 1 et i de f*(M), on ait 

(5.11.3) VV ® t) = X'd'(x') ® /*(u)(t) + a;' (7 <g> id/. w )(/*(V)(t)). 

Le quadruplet (B' f*(M),B' ®f*( B ) f*(N), ids' ®/*(b) /*("), V) est une A'-isoconnexion 

relativement a l'extension B'/A', qui est integrable si (M, AT, u, V) Test. 

5.12. Soient (X, A) un topos annele, B une A-algebre, A e r(AT, A), (M, AT, u, V) une A-isocon- 
nexion integrable relativement a l'extension B/A. Supposons qu'il existe un A- module E et un B- 
isomorphisme 7 : E ®a B —> Q b /a tels que pour toute section locale uj de E, on ait ^(7(0; Cg> 1)) = 
(cf. [3] 2.12). Soit (M' ,N' ,u' ,8') une A-isogenie de Higgs a coefficients dans E. II existe un unique 
morphisme A-lineaire 

(5.12.1) V': M ® A M'^-Q B/A ® B N ® A N' 
tel que pour toutes sections locales t de M et t' de M', on ait 

(5.12.2) V'(t ® t') = V(t) ®a «'(*') + (7 ®s idw ®a idjy/)(u(*) ®a (*'))• 
Le quadruplet (M €3^ M', AT 0^ AT', u <gi it', V) est une A-isoconnexion integrable. 

5.13. On rappelle que 5? designe le schema formel Spf (<?c) (|2.ip . Soient X un J^-schema formel 
localement de presentation finie (cf. [1J 2.3.15), ^ un ideal de definition coherent de X, un 
(^-module. Le schema formel X est done idyllique ([T] 2.6.13). Suivant ([1] 2.10.1), on appelle 
cloture rigide de ^ et Ton note JffV le ^-module 

(5.13.1) = lim #om^ J?). 

n>0 

Cette notion ne depend pas de I'ideal J! . Par ailleurs, on pose 

(5.13.2) &[-] =,^ Qp =,^ ® Zp Q p . 

p 

Comme pGy_ est un ideal de definition de X, le morphisme canonique J£q p — > J^? g (J^) est un 
isomorphisms d'apres ([1] 2.10.5). On dit que & est rig-nul si le morphisme canonique — > J^q 
est nul (cf. [I] 2.10.1.4). 

Considerons les conditions suivantes : 

(i) *% = 0. 

(ii) & est rig-nul. 

(iii) II existe un entier n > 1 tel que p n ^ = 0. 

D'apres (pQ 2.10.10), on a alors (iii)=>(i)o(ii). De plus, si X est quasi-compact et si & est de type 
fini, les trois conditions sont equivalentes. On en deduit que si X est quasi-compact et si & est de 
type fini, pour tout ^-module 1'homomorphisme canonique 

(5.13.3) Hom^^.Sf) ®z p Q P -> Hom^ (<%,%) 
est injectif. 
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Lemme 5.14. Soit X un -schema formel de presentation finie. On note Mod coh (€?3e) (resp. 
Mod co (^e[-])J l a categorie des &£-modules (resp. &ji[^\-modules) coherents et Modjj (0x) la 
categorie des &x- m odules coherents a isogenie pres. Alors le foncteur canonique 

(5.14.1) Mod c °V*) ^Mod coll (^[i]), 
induit une equivalence de categories abeliennes 

(5.14.2) Modg^f^W) 4 Mod coh (^a:[i]). 

VI p 

On notera d'abord que le foncteur (|5.14.1[) est bien defini en vertu de (PQ 2.10.24(i)) et qu'il 
induit un foncteur exact 

(5.14.3) Mod^ h (0 x ) -> Mod coh (^a:[i]). 

v p 

Celui-ci est essentiellement surjectif en vertu de ([1] 2.10.24(ii)). Montrons qu'il est pleinement 
fidele. Soient J^", <& deux ^-modules coherents. L'homomorphisme canonique 

(5.14.4) Hom^O^Sf) ®z p Q P -> Hom^^,^) 

est injectif d'apres (|5.13.3|) . D'autre part, pour tout morphisme ^-lineaire v. — > &q p , il existe 
un entier n > tel que v{p n &) soit contenu dans l'image du morphisme canonique ccg : §f — >• . 
Comme Sf t or = ker(c^) est coherent ([T] 2.10.14), il existe un entier to > tel que p m Sftor = 0. On en 
deduit qu'il existe un morphisme ^-lineaire w: J? — > tel que c<^ow = p n+m v. L'homomorphisme 
(|5.14.4|) est done surjectif ; d'ou la proposition. 

5.15. Soient X un J^-schema formel de presentation finie, S un ^-module. On designe par 
MH(^j[i],l(j p ) la categorie des £%[~]-modules de Higgs a coefficients dans Sq p ([3] 2.8), par 

MH £q p ) la sous-categorie pleine formee des modules de Higgs dont le £%[i]-module 

sous-jacent est coherent, par IH.(&x,£') la categorie des <?£-isogenies de Higgs a coefficients dans 
S (JSU) et par IH coh (^a:, S) la sous-categorie pleine formee des quadruplets (jM, j¥ , u, 6) tels que 
les ^-modules J$ et jV soient coherents. Ce sont des categories additives. On note IHq(^£> <£0 
(resp. IH^ oh (^, £)) la categorie des objets de TH(#x,&) (resp. IH coh (^a;, £)) a isogenie pres 
(|5.1.ip . On a un foncteur 

(5.15.1) IH(^,<)^MH(^A<%), (^,-sr,uJ) i ^ (^Q p ,(uQ>id^ p )o% p ). 

Lemme 5.16. Les hypotheses etant celles de (|5.15[) . soient, de plus, (y& , j¥ , u, 9), (ydf \jY' ,u' ,6') 
deux objets de IH(<^£,<?) tels que j& et J/ soient des &x~modules de type fini, (.^q , 0) et 
(^#q ,9') leurs images respectives par le foncteur (|5.15.1[) . 4/ors l'homomorphisme canonique 

(5.16.1) Hom IH (^^ ) ((^,^ / ,w,0), (.^',.^",u'^')) ®z P Q P -»• 

Hom MH(<?2 [i],^) ((-#q„ , 0), (.^Q„ , 0')) 

es£ injectif. 

En effet, soient a: ^# — > et f3: JV — > jV' deux morphismes ^-lineaires definissant un 
morphisme de <yK, u, 0) dans (./#', u', 9') de IH(£?£, <?), dont l'image aq par l'homomor- 
phisme (|5.16.1[) est nulle. Comme (q(^#))q j> = et que est de type fini sur il existe un 
entier n > tel que p™a = (|5.13p . De meme, comme (3q p = 0, il existe un entier to > tel que 
p m /3 — 0. La proposition s'ensuit. 
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Lemme 5.17. Les hypotheses etant celles de (|5.15p . supposons de plus $ coherent. Alors le fonc- 
teur 

rl, 



nr " ( e x , s) -> mh ( e x [-} , % ) 



(5.17.1) 

induit par (|5. 15. 1[) esi une equivalence de categories. 

Soient N un <^£[i]-module coherent, 9 un ^[i]-champ de Higgs sur N a coefficients dans Sq p . 

D'apres ([1] 2.10.24(H)), il existe un ^-module coherent JV et un isomorphisme u: ,jVq N. On 
peut supposer jV sans p-torsion ([T] 2.10.14). D'apres la preuve de 15. 141 il existe un entier n > 
et un morphisme ^--lineaire <yf — > ^ (g)^. $ tels que le diagramme 



(5.17.2) 



JY 

o 



■N 



N®, 



So. 



ou les ffeches horizontales sont induites par u, soit commutatif. Quitte a multiplier d par une 
puissance de p, on peut supposer que 1? A d — (|5. 13.3|) (i.e., que # est un champ de Higgs). 
Comme jV est sans p-torsion, le morphisme $ se factorise en deux morphismes ^-lineaires 



JY ■ 



■p n jV ■ 



(5.17.3) 

ou v n est l'isomorphisme induit par la multiplication par p n sur JY. Le compose 
(5.17.4) 



est alors aussi un champ de Higgs. Notons t n : — > <yf l'injection canonique. On a $ot n = p n i? n , 
de sorte que le diagramme 



(5.17.5) 



p n JY ■ 



■ jY ■ 



■N 



JY ® &x S ■ 



N®, 



est commutatif. Par suite, (p n jY,jY,L n ,'d n ) est un objet de IH coh (€?x,£') dont l'image par le 
foncteur (15.15. ip est isomorphe a (JV, 0). Le foncteur (|5.17.ip est done essentiellement surjectif. On 
sait d'apres [5.161 qu'il est fidele. Montrons qu'il est plein. Soient (^f,JY,u, 9) et {.4C , .A'' , u' , 9') 
deux objets de IH coh ( Gx , S) , (^#q p , 0) et (^q , 6') leurs images respectives par le foncteur (|5.17.1[) , 
A : ^#q p — > ~>#q un morphisme G% [i]-lineaire tel que (A ® id^»„ ) o 9 = 9' o A. D'apres la preuve de 



15.141 il existe un entier n > et un morphisme ^-lineaire a : 



V tels que le diagramme 



(5.17.6) 



ou les fleches horizontales sont les morphismes canoniques, soit commutatif. D'apres (jlj 2.10.22(i) 
et 2.10.10), il existe un entier m > tel que p m annule le noyau et le conoyau de u. II existe done 
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un morphisme <?%-lineaire f) : jV — > jY 1 tel que /3 o u = u' o (p 2m a). Notons 

c: Jf' ®e x i -> ^j' p 

le morphisme canonique. Comme ig)^ s <?)tor = ker(c) est coherent ([T] 2.10.14), il existe 
un entier q > tel que p 9 ker(c) = 0. La relation (A ® id^j ) o = 9' o X implique alors que 
<g> id,?) o9 = 9' o {pi+ 2m a). Le foncteur (|5.17.1|) est done plein. 

6. Systemes projectifs d'un topos 

6.1. Dans cette section, X designe un U-topos et I une U-petite categorie (|2.5|1 . On considere 
toujours X comme muni de sa topologie canonique, qui en fait un U-site. On munit X x I de la 
topologie totale relative au site fibre constant X x I — > I de fibre X (cf. [5] VI 7.4.1 et (4j 7.1), qui 
en fait un U-site. On rappelle Q5] VI 7.4.7) que le topos des faisceaux de U-ensembles sur X x I est 
canoniquement equivalent a la categorie Hom(I°,I) des foncteurs de 1° dans X, que Ton note 
encore X 1 . En particulier, X 1 est un U-topos. Ce dernier fait peut se voir directement ([5] IV 
1.2). On renvoie a ([I] 7.4) pour la description des anneaux et des modules de X 1 . 
Pour tout i G Ob(J), on note 

(6.1.1) an: X -> X x I 

le foncteur qui a un objet F de X associe le couple (F,i). Celui-ci etant cocontinu ([5] VI 7.4.2), 
il definit un morphisme de topos ([5j IV 4.7) 

(6.1.2) ai-.X^X 1 *. 
D'apres (0 VI 7.4.7), pour tous F G Ob(V /0 ) et i G Ob(7), on a 

(6.1.3) a*(F)=F(i). 
On note encore 

(6.1.4) au-.X^X 1 " 

le compose de ai\ (|6.1.ip et du foncteur canonique IxJ-> X 1 . Pour tous j G Ob(7) et F G Ob(V), 
on a 

(6.1.5) = F x (Homi(j,»))jc, 

ou (Hom/(j, i))x est le faisceau constant sur X de valeur Hom/(j, i). D'apres ([5] VI 7.4.3(4)), le 
foncteur an (|6.1.4p est un adjoint a gauche de a*. 

Pour tout morphisme / : i — > j de I, on a un morphisme 

(6.1.6) p/ : a>i -t a 3 , 

defini au niveau des images inverses, pour tout F G 0b(V /o ), par le morphisme F(j) — >• F(i) 
induit par / ([S] VI (7.4.5.2)). Si / et g sont deux morphismes composables de /, on a p g f — p g Pf- 

Remarques 6.2. (i) Soient U £ Oh(X), i G Ob(I). Pour qu'une famille ((U n ,i n ) — > (U,i)) ne jy 
soit couvrante pour la topologie totale de X x 7, il faut et il suffit qu'elle soit raffinee par une 
famille ((V m ,i) — > (U,i)) m£ M, ou (K™ — > U) meM est une famille couvrante de X ([S] VI 7.4.2(1)). 

(ii) II resulte de (i) que pour qu'un crible ffl de X 1 soit epimorphique strict universel, i.e. couvre 
l'objet final de X 1 pour la topologie canonique, il faut et il suffit que pour tout i G Ob(I), il existe 
un raffinement (Ui, n )n£Ni de l'objet final de X tel que pour tout n G AT,, <Xi\{Ui^ n ) soit un objet 
de m f6T4| . 

(iii) Supposons que les produits fibres soient representables dans I. La topologie totale sur X x I 
coincide alors avec la topologie co-evanescente relative au site fibre constant X x I — > I de fibre 
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X, lorsque Ton munit / de la topologie chaotique ([4] 5.4). Autrement dit, la topologie totale sur 
X x I est engendree par la pretopologie formee des recouvrements verticaux ([3] 5.3 et 5.7). 

Remarques 6.3. (i) Les U-limites inductives (resp. les limites projectives finies) dans X 1 " se 
calculent terme a terme, autrement dit, pour tout foncteur ip : TV — > X 1 tel que la categorie N soit 
U-petite (resp. finie), si F est un objet de X 1 qui represente la limite inductive (resp. projective) 
de ip, alors pour tout i G Ob(/), la limite inductive (resp. projective) de a* o ^ est representable 
par a*(F). 

(ii) Soit i un objet final de I. D'apres (|6 . 1 . 5[) . pour tout j G Ob(7), a*a L \ est le foncteur identique 
de X. Done en vertu de (i), a L \ est exact a gauche, et le couple (a L \,a*) forme un morphisme de 
topos 

(6.3.1) f3 t : X 1 " -> X. 

Le morphisme f3 b a L : X — > X est isomorphe au morphisme identique (cf. [5] VI 7.4.12). 

(iii) Soit i un objet de / qui n'est pas final. II existe alors j G Ob(7) tel que Hom/(j, i) ne soit 
pas un singleton. En particulier, a*on\ ne transforme pas l'objet final en l'objet final (|6.1.5[) . Par 
suite, an n'est pas exact a gauche, et le couple (an, a.*) ne forme pas un morphisme de topos, 
contrairement a ce qui a ete affirme dans ([10] ligne 20 page 59). Toutefois, l'isomorphisme (4.4) 
et la suite spectrale (4.5) de loc. cit. sont corrects en vertu de ([5] 7.7 et 7.8). 

6.4. Le foncteur 

(6.4.1) \*:X^X r 

qui a un objet F de X associe le foncteur constant 1° — > X de valeur F, est exact a gauche en 
vertu de l6.3f iV II admet pour adjoint a droite le foncteur 

(6.4.2) K:X r ^X 

qui a un foncteur 1° — > X associe sa limite projective ([5] II 4.1(3)). Le couple (A*, A*) dehnit done 
un morphisme de topos 

(6.4.3) \:X io ^X. 

6.5. Tout morphisme de U-topos /: X — > Y induit un morphisme cartesien de topos fibres 
constants au-dessus de / 

(6.5.1) / x id/: X x I -> Y x I. 
D'apres ([5] VI 7.4.10), celui-ci induit un morphisme de topos 

(6.5.2) f° : X 1 " -> Y 1 " 
tel que pour tout F G X r , on ait ([5] VI (7.4.9.2)) 

(6.5.3) (/ r )*(^) =f*oF. 
On voit aussitot que pour tout G G Y 1 " , on a 

(6.5.4) (f IO T(G)=r oG. 

Notons W(f I )* (q G N) les foncteurs derives droits du foncteur (f 1 )* pour les groupes abeliens. 
D'apres ([1] 7.7), pour tout groupe abelien F de X T ° et tout i G Ob(J), on a un isomorphisme 
canonique fonctoriel 

(6.5.5) R^f l0 UF)(i)^R^U(F({)), 
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Proposition 6.6. Supposons que les produits fibres soient representables dans I ; soient, de plus, 
U un objet de X , jw : Xm — > X le foncteur canonique, jjj : X m — > X le morphisme de localisation 
de X en U, j\*(u) '■ {X 1 )/\*(u) ~ * X 1 le morphisme de localisation de X 1 en X*(U). Alors : 

(i) La topologie totale sur X/u x I est induite par la topologie totale sur X x I via le foncteur 
ju\ x id/. 

(ii) II existe une equivalence canonique de topos 

(6.6.1) h: (X/u) 10 4 (X l0 ) /X , {u)l 

telle que (ju) 1 — i\*(u) ° h (|6.5.2|l . En particulier, pour tout F G 0b(X /o ), F x X*(U) 
s'identifie au foncteur 1° —> X/u,i i-)- F(i) x U. 

On notera d'abord que la topologie canonique de X m est induite par la topologie canonique de 
X via le foncteur et que le foncteur "extension par le vide" s'identifie dans ce cas au foncteur 
ju\ (|5J IV 1.2, III 3.5 et 5.4), d'ou la notation. 

(i) La topologie totale sur X x I est engendree par la pretopologie formee des recouvrements 
verticaux d'apres l6T2T iii) ; et de meme pour Xm x I. La proposition resulte done de ([S] III 3.3 et 
II 1.4). 

(ii) Pour tous V € Ob(X) et i £ Ob(J), on a un isomorphisme canonique (|6.1.3[) 

(6.6.2) X*(U)(V x i) =Kom x io(au(V),\*(U)) 4 Rom x (V,a*(X*(U))) = [7(F). 
Par suite, le foncteur x id/ : X m X I — > X x I se factorise canoniquement en 

(6.6.3) X/u xl^+iX xl) /x , {u) 3 ^lx xl , 

ou e est une equivalence de categories et j'^rm est le foncteur canonique. D'apres (i) et ([5j III 
5.4), e induit une equivalence de topos 

(6.6.4) h: (X/u) 10 4 (X IO ) /x , {u) . 

Pour tout F G Ob(X r ), on a j* x , (u) (F) = F o j' . d'apres (0 III 2.3 et 5.2(2)). Done 

h *tix*(u)( F )) = F ° Uu\ x id/). Comme F o (J V \ X id/) = ((ju) 1 ")*^) $£EM, on en deduit 
que (jc/) /0 = j A , (t/) o fo. 

6.7. Soit J un ensemble ordonne U-petit. On note encore J la categorie definie par J, e'est-a-dire 
la categorie ayant pour objets les elements de J, avec au plus une fleche de source et de but donnes, 
et pour tous i,j G J, l'ensemble Hom/(i,j) est non-vide si et seulement si i < j. II est souvent 
commode d'utiliser pour les objets F: J° — > X de X J la notation indicielle (Fj)j^j ou meme (Fj), 
ou Fj = F(j) pour tout j G J. On dit qu'un objet (Fj) de JT J ° est strict si pour tous elements 
i > j de J, le morphisme de transition F^ — > Fj est un epimorphisme. 

Nous nous limitons dans cet article aux cas ou J est soit l'ensemble ordonne des entiers naturels 
N, soit 1'un des sous-ensembles ordonnes [n] = {0,1,..., n}. On observera que dans chacun de ces 
cas, les produits fibres sont representables dans J. 

Lemme 6.8. Soient n un entier > 0, i n : X x [n] — > X x N le foncteur d'injection canonique. 
Alors : 

(i) La topologie totale sur X x [n] est induite par la topologie totale sur X xN via le foncteur i n . 

(ii) Le foncteur i n est continu et cocontinu pour les topologies totales. Notons 

(6.8.1) ^:Xl"'%I r 
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le morphisme associe de topos. Pour tout F — (-Fj)ieN £ Ob(X N ), on a 
(6-8.2) <p* n (F) = (F t ) %e[n] . 

(iii) Le foncteur kp* n : : X N X'"! admet pour adjoint a gauche le foncteur 

(6.8.3) <p n r.xW° ^X N °, 
defini pour tout F = (i*i)j£[ n ] G Ob(X[™l ) par 

(6.8.4) ^ n ,(F) = (Ji) ieN , 
oil pour tout i > n + 1, Fi = est Vobjet initial de X . 

(i) La topologie totale sur Ixfj est engendree par la pretopologie formee des recouvrements 
verticaux d'apres [6.2f iii) ; et de meme pour X x [n]. La proposition resulte done de ([5] III 3.3 et 
II 1.4). 

(ii) Notons X (resp. (X x N) A , resp. (X x [n]) A ) la categorie des prefaisceaux de U-ensembles 
sur X (resp. IxR, resp. X x [n]). On a alors une equivalence de categories (|6.1.1[) 

(6.8.5) (IxN) A: >?°=Hom(N ,I), F H- (F o aa)i&f, 

et de meme pour (X x [n]) A . Le foncteur t„ induit par composition le foncteur 

(6.8.6) T n : X N ° -+ XN°, (f}) i6N (Ji)ieN- 
Celui-ci admet pour adjoint a droite le foncteur 

(6.8.7) %» : X^° 1 N °, (Ji)<6[n] ^ 

ou pour tout i > n + 1, = F n et le morphisme Fi — > -Fi-i est l'identite de F n . Le foncteur 
admet pour adjoint a gauche le foncteur 

(6.8.8) t ni : lW° -> J? N °, (Fi) i6[n] ^ (Fj) jeN , 

ou pour tout i > n + 1, = est l'objet initial de X. II est clair que transforme les faisceaux 
sur X x N en des faisceaux sur X x [n] et que T n * transforme les faisceaux sur X x [n] en des 
faisceaux sur X x N. Par suite, i n est continu et cocontinu. La continuite resulte aussi de (i). La 
formule (|6.8.2p est une consequence de (|6.8.6I) et (|5| III 2.3). 

(iii) Cela resulte de (1^51) et ([5] III 1.3). 

Lemme 6.9. Soient U un objet de X, jjj: Xm — > X le morphisme de localisation de X en U, 
n£N, j(u,n) '■ (X^ 1 )/a n i{U) ~* X N ^ e morphisme de localisation de X N en a n \(U) (|6.1.4p . On a 
alors une equivalence canonique de topos 

(6-9.1) h: (X /t7 )W° ^ (X N °) /Q „ !(c/) , 

ie^e gi/e jm,n) ° ^ so ^ ^ e compose 

(6.9.2) (^/t/) 1 " 10 ^ (*/t/) N ° * N °, 

om /a premiere fleche est le morphisme (|6.8.ip /a seconde fleche est le morphisme (|6.5.2p . 

Notons it: a„i(t/) — > A* (17) l'adjoint de l'isomorphisme canonique [7 a* (A* (J/)) et 5„i(/7) 
l'image de (U,n) par le foncteur canonique X/u x N — > (X /u) N ° (|6.1.4p . D'apres HToT ii). on a une 
equivalence canonique de topos 

(6.9.3) g-AX/uf ^(X^) /XHU) . 
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Compte tenu de (|6.6.3|) et ([5 J III 5.4), on a g(a n \(U)) = u. On peut done se borner au cas ou U 
est l'objet final ex de X en vertu de I6.6f ii) et ([5] IV 5.6). 

Le foncteur d'injection canonique („: I x [n] — > X x N se factorise canoniquement en 

(6.9.4) X x [n] (X x N) /(ex , n) X x N , 

ou v est une equivalence de categories et j' n est le foncteur canonique. D'apres fo.Sf i) et ([5J III 5.4), 
v induit une equivalence de topos 

(6.9.5) h: XW° 4 (X N °) /Q „ !(ex) . 

Pour tout F = (-Fi)ieN G Ob(X N °), on a j* {ex , n) {F) = F o j' n ([5] III 2.3 et 5.2(2)). Done 
h *(i*ex.n)( F )) = Fot »- CommeFoi„ = (Fi) ie [ n] = ^* (F) (|6.8.2|) . onendeduit que j( ex ,n)°h = <p n - 

Proposition 6.10 (pQ 7.9). Soient n un entier > 0, A = ( J Aj)^ e r n i un anneau de XH° } M = 
(■^i)ie[nl url A-module de . Pour tout entier q > 0, on a alors un isomorphisme canonique 

(6.10.1) H 9 (l [n|0 ,M)4H ? (X,Af n ). 

Proposition 6.11 (|4J 7.10). Soient A — (A n ) n ^ un anneau de X N °, U un objet de X, M = 
(M„)„ 6 n un A-module de X N . Pour tout entier q > 0, on a alors une suite exacte canonique et 
fonctorielle 

(6.11.1) -> R x Um H^^f/.Mn) H«(A*(L/), M) -> lim R q (U,M n ) -> 0, 

»ei° tie* 

ou Ton a pose H (J7, M n ) = pour tout neN. 

En effet, on peut se borner au cas ou U est l'objet final de X (|6.6p . auquel cas la proposition 
est un cas particulier de ([5] 7.10). 

6.12. Soient A = (A n ) ne fi un anneau de X N , M = (M n )„ £ N et N — (N n ) ne ^ deux A-modules 
de X N . On a alors un isomorphisme canonique bifonctoriel 

(6.12.1) M ® A N 4 (M n <gu„ N n ) nm . 

En effet, pour tout n G N, on a un isomorphisme canonique ([5] IV 13.4) 

(6.12.2) a* n (M ® A N) ^ a* n (M) ® Q . (A) <(iV). 

De meme, pour tout entier <j > 0, on a des isomorphismes canoniques fonctoriels (|2.7[) 

(6.12.3) S«(M) 4 (S^(M„))„ eN , 

(6.12.4) A«(M) 4 {A q A jM n )) neN . 

Lemme 6.13. Soient A — (A„)neN un anneau de X N , M = (M n ) n< =fi un A-module de X N . 
Pour que M soit A-plat, il faut et il suffit que pour tout entier n > 0, M n soit A n -plat. 

En effet, la condition est necessaire en vertu de ([6.1. 3D et ([5] V 1.7.1), et elle est suffisante 
d'apresEdi) et (|6.12.ip . 

Proposition 6.14. Soient A = (-An)neN un anneau de X N , M — (A/„)„ 6 n un A-module strict 
de X N ° dHUl . Pour que M soit de type fini sur A, il faut et il suffit que pour tout entier n > 0, 
M n soit de type fini sur A n . 
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II n'y a evidemment que la suffisance de la condition a montrcr (|6.1.3j) . Supposons que pour 
tout entier n > 0, le A„-module M n soit type fini. Soient n un entier > 0, U € Ob(X) tels que 
M n \U soit engendre sur A n \U par un nombre fini de sections s%, . . . ,se 6 T(U,M n ). Comme M 
est strict, pour tout entier < i < n, Mi\U est engendre sur Ai\U par les images canoniques des 
sections Si, . . . , sg dans T(U, Mj). En vertu de 16.91 on a une equivalence canonique de categories 

(6-14.1) h: (X /C/ )N° 4 (X N °) /Q „ !(c/) , 

telle que /i*(A|a n i(t/)) soit isomorphe a l'anneau (j4j|£/)i e r n i de (X/y)^ et que /i*(M|a n i(f7)) 
soit isomorphe au module (Mi|?7) ie [„] de (X jur' ■ D'apres TG-lOl on a un isomorphisme canonique 

(6.14.2) r((x /t/ )W°, (Mi|^) i6[n] ) 4 r(c/,M„). 

Compte tenu de I6.3f ib le module (Mj|J7) ie r n i est alors engendre sur (A i |?7) ie [„] par les sections 
s u ...,s e €T(U,M n ). 

Pour tout entier to > 0, soit (Um,j)j&Jm un raffinemcnt de l'objet final de X tel que pour tout j £ 
■/m, ^m|C^m,j soit engendre sur A m \U m j par un nombre fini de sections de r(U m ,j, M m ). D'apres ce 
qui precede, pour tout m £ N et tout j e J m , le module M\a m \(U m ,j) es t engendre sur A\a m \(U m j) 
par un nombre fini de sections de T(U m j, M m ). D'autre part, la famille (a m \(U m ,j))meTi,jeJ m es t 
un raffinement de l'objet final de X N ° en vertu de l6.2f iiV Par suite, M est de type fini sur A. 

Definition 6.15. Soient n un entier > 0, A = (A;)ie[nl un anneau de On dit qu'un A- 

module (Mi), e [ n ] de X^ est adique si pour tous entiers i et j tels que < i < j < n, le 
morphisme Mj <E>a A t —> Mi deduit du morphisme de transition Mj — ► Mj est un isomorphisme 
(cf. [4j 7.11). 

Definition 6.16. Soit A — (Ai)i^ un anneau de X N ° . On dit qu'un A-module (Mj)igpj de X N ° 
est adique si pour tous entiers i et j tels que < i < j, le morphisme Mj A% — > Mi deduit du 
morphisme de transition Mj — > Mi est un isomorphisme (cf. [3] 7.11). 

Lemme 6.17. Supposons que X ait suffisamment de points. Soient de plus, R un anneau de X, 
J un ideal de R. Pour tout entier n > 0, on pose R n = R/J n+1 . On note R l'anneau (i? n )neN de 
X N . Alors pour qu'un R-module adique (M„)„gN de X N soit de type fini, il faut et il suffit que 
le Ro-module Mq soit de type fini. 

II n'y a evidemment que la suffisance de la condition a montrer. Supposons le i?o-module Mq 
de type fini. Soient ip: X — > Ens un foncteur fibre, n un entier > 1. Comme on a ip(R n ) = 
tp(R)/(<p(J)) n+1 et (p(M ) = tp(M n )/(ip(J) V (M n )), tp(M n ) est de type fini sur p{R n ) d'apres (pQ 
1.8.5). Par suite, M n est de type fini sur R n , d'ou la proposition en vertu de 16.141 

6.18. Soient / : Y — >• X un morphisme de U-topos, A = (A n ) n£ fq un anneau de X N ° , B = (B n ) ne ^ 
un anneau de Y N , u: A — > (/ N )*{B) un homomorphisme d'anneaux. On considere / N : Y N — > 
X N ° comme un morphisme de topos anneles respectivement, par A et B. Nous utilisons pour les 
modules la notation (/ N ) _1 pour designer l'image inverse au sens des faisceaux abeliens et nous 
reservons la notation (/ N )* pour l'image inverse au sens des modules. La donnee de u est equiva- 
lente a la donnee pour tout n€N d'un homomorphisme d'anneaux u n : A n — > f*(B n ) telle que ces 
homomorphismes soient compatibles aux morphismes de transition de A et B (|6.5.3[) . L'homomor- 
phisme (f N °)^ 1 (A) — > B adjoint de u correspond au systeme d'homomorphismes f*{A n ) — > B n 
adjoints des u n (n 6 N) (|6.5.4[) . Pour tout n £ N, on designe par 

(6.18.1) f n :(Y,B n )^(X,A n ) 
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le morphisme de topos anneles defini par / et u n . D'apres (|6.5.4| et (|6.12.1| . pour tout A- module 
M = (M 7 j)„ e N de X N , on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(6.18.2) (/ N °)*(A/) ^ (/:(M„)). 

Par suite, si M est adique, il en est de meme de (/ N °)*(M). 

Lemme 6.19. Soient n un entier > 0, A — (Ai)i £ r n i un anneau de X^ , (Mj)j e r„i un A-module 
de XN°. Pour que le A-module M soit localement projectif de type fini (|2.8[) . il faut et il suffit que 
M soit adique et que le A n -module M n soit localement projectif de type fini. 

Supposons d'abord M localement projectif de type fini sur A. Le A n -module M n est alors 
localement projectif de type fini (|6.1.3|) . Montrons que M est adique. D'apres l6.2( ii). il existe un 
raffincmcnt (Uj)j£j de l'objet final de X tel que pour tout j G J, M\a n \(Uj) soit un facteur 
direct d'un A\a n \(Uj)-modu\e libre de type fini. On a X*(Uj) = a n \(Uj) f|6.1.5|) . Compte tenu de 
I6.6f ii). on peut alors se borner au cas ou M est un facteur direct d'un A-module libre de type 
fini. II existe done un entier d > 1, un A-module N — (Ni)i & \ n ] et un isomorphisme A-lineaire 
A d -H> M © N. On en deduit que pour tous entiers i et j tels que < i < j < n, les morphismes 
canoniques Mj A^ —> Mi et Nj ®a, A-i — > s ont des isomorphismes ; autrement dit, M et N 
sont adiques. 

Supposons ensuite que M soit adique et que le A n -module M n soit localement projectif de type 
fini. Montrons que le A-module M est localement projectif de type fini. Compte tenu de I6.6f ii). 
on peut se borner au cas oil M n est un facteur direct d'un A„-module libre de type fini. II existe 
done un entier d > 1, un A„-module N n et un isomorphisme A„-lineaire A^ —> M n © N n . Celui-ci 
induit un isomorphisme A-lineaire 

(6.19.1) A d —> M © (N n ®A n Ai)i£[n]- 

Proposition 6.20. Soient A = (A n ) ne fq un anneau de X N ° , M — (M„) n(E N un A-module de X N ° . 
Pour que le A-module M soit localement projectif de type fini (12. 8|) . il faut et il suffit que M soit 
adique et que pour tout entier n > 0, le A n -module M n soit localement projectif de type fini. 

Supposons d'abord M localement projectif de type fini sur A. Pour tout entier n > 0, le (Aj) ie r n i- 
module (Mi) ig [„] est localement projectif de type fini d'apres HTgn i'). On en deduit que M est adique 
et que pour tout entier n > 0, le A„-module M n est localement projectif de type fini en vertu de 
16.191 Supposons ensuite que M soit adique et que pour tout entier n > 0, le A„-module M n 
soit localement projectif de type fini. Soient n un entier > 0, U G Ob(X). D'apres 16.91 on a une 
equivalence canonique de categories 

(6-20.1) h: (X /t7 )W° ^ (X N °) /an , (u) , 

telle que h*{A\a n \{U)) soit isomorphe a l'anneau (Aj|f7) ie r n i de (Xm)^ et que h*{M\a n \(U)) 
soit isomorphe au module (Mj|J7)j e r n i de (Xm)' n ' • Par suite, le A|a n i([/)-module M\a n \(U) est 
localement projectif de type fini en vertu de 16.191 On en deduit, compte tenu de I6.2f ii). que le 
A-module M est localement projectif de type fini. 

6.21. Soient Y un schema connexe, y un point geometrique de Y, Yf&t le topos fini etale de Y 
()2.9j) . 3 Wl ^Y,y) le topos classifiant du groupe profini ni(Y,y), 

(6.21.1) Vy \ Ifot ->• B^ry^y) 

le foncteur fibre de Y{$t en y (|2.10p . Soit R un anneau de Yfct- Posons Ry — Uy(R), qui est un 
anneau muni de la topologie discrete et d'une action continue de Tti(Y,y) par des homomorphismes 
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d'anneaux. On designe par Ry le separe complete p-adique de Ry que Ton munit de la topologie 
p-adique et de Paction de ni(Y,y) induite par celle sur Ry. D'apres ([7] III § 2.11 prop. 14 et cor. 1 ; 
cf. aussi [T] 1.8.7), pour tout entier n > 1, on a 

(6.21.2) Ry/p n Ry ^ Ry/p n Ry- 

L'action de ni(Y,y) sur Ry est done continue. 

Pour tout anneau topologique A muni d'une action continue de ni(Y,y) par des homomor- 
phismes d'anneaux, on designe par Rep™ nt (771 (Y, y)) la categorie des ^-representations continues 
de 7Ti(Y,y) ([3] 3.1). Considerons les categories suivantes : 

(a) Rep i ^ c (7Ti(Y, y)) la sous-categorie pleine de Rep^ 1 ' (7Ti (F, y)) formee des ii^representa- 
tions continues de 7Ti (Y, y) pour lesquelles la topologie est discrete. 

(b) p-ad(Rep^ c (7Ti(y, y))) la categorie des systemes projectifs p-adiques de Rep^f. c (7Ti(F, y)) : 
un systeme projectif (M„)„ £ n de Rep^f. c (7Ti(Y, y)) est p-adique si pour tout entier n > 0, 
p n+1 AI n = et pour tous entiers m > n > 0, le morphisme M m /p n+1 M m — > M n induit par 
le morphisme de transition M m — > M n est un isomorphisme ([T3] V 3.1.1). 

(c) p-ad tf (Rep^ c (7T! (y, y))) la sous-categorie pleine de p-ad(Rep'^ c (7r 1 (Y, y))) formee des sys- 
temes projectifs p-adiques de type fini : on dit qu'un systeme projectif p-adique (Af„) ng N de 
Rep^f (-7Ti (Y, y)) est de type fini si pour tout entier n > 0, M n est un i?y-module de type 
fini, ou ce qui revient au meme, si Mq est un i?|j-module de type fini ([T] 1.8.5). 

(d) Rep^" atf (7Ti(y, y)) la sous-categorie pleine de Hep c ~^ t (tti (Y, y)) formee des ^^representa- 
tions p-adiques de type fini de 7Ti (Y, y) : une /^representation de 71"! (Y, y) est p-adique de type 
fini si elle est continue pour la topologie p-adique et si le i?y-module sous-jacent est separe de 
type fini. On notera que tout i?|j-module de type fini est complet pour la topologie p-adique 
(P3 chap. Ill § 2.11 cor. 1 de prop. 16). 

La limite projective definit un foncteur 

(6.21.3) p-adtRep^MYy))) -> Rep^ 1 * (^ (F, y)), 
qui induit une equivalence de categories 

(6.21.4) p-ad^Rep^M^y))) ^ Rep|* tf (7ri(^y))- 
En effet, pour tout objet (M„) de p-ad tf (Rep^l (771 ( Y, y))), le i?jj-module 

M = lim M„ 

est de type fini et pour tout n e N, on a M/p n+1 M ~ M n d'apres ([7] III § 2.11 prop. 14 et cor. 1). 

En restreignant le foncteur Vy (|6.21.ip aux i?-modules, on obtient une equivalence de categories 
que l'on note encore 

(6.21.5) vy- Mod(R) 4 Rep^TnCFf)). 

On note R l'anneau {R/p n+1 i?)„ eN de Y { % et Mod ad ( J R) (resp. Mod atf (R)) la categorie des 
.R-modules adiques (resp. adiques de type fini) de Yf^. Pour qu'un ^-module (M n )„ 6 N de Y^L 
soit adique (resp. adique de type fini), il faut et il suffit que le systeme projectif (uy(M n )) de 
Rep^f. c (7Ti(Y, y)) soit p-adique (resp. p-adique de type fini en vertu de !6.14[) . Les foncteurs (|6.21.5[) 
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et (|6.21.3p induisent done un foncteur 

(6.21.6) Mod ad (i?) ->• Repf^fTnfT.i/)) 
et une equivalence de categories 

(6.21.7) Mod atf (£) 4 Rep^ atf (7ri(y,F)). 

7. TOPOS ANNELE DE FALTINGS 

7.1. Dans cette section, on se donne un diagramme commutatif de morphismes de schemas 

(7.1.1) Y— 1 -^X 

h \ 

X 

tel que X soit normal et localement irreductible p.lj) et que j soit une immersion ouverte quasi- 
compacte. On notera que X et par suite Y sont etale- localement connexes d'apres l3~27 iii). Pour 
tout X-schema U , on pose 

(7.1.2) U = Ux x X et U Y = Ux x Y. 
On designe par 

(7.1.3) n-.E^Et/x 

le U-site fibre de Faltings associe au morphisme h (|2.9| ([4] 10.1). On rappelle que les objets de 
E sont les morphismes de schemas V — > U au-dessus de h tels que le morphisme U X soit 
etale et que le morphisme V —> Uy soit etale fini. Soient (V 1 — > U'), (V — > U) deux objets de E. 
Un morphisme de (V' — > U') dans (V — > [/) est la donnee d'un X-morphisme U' — > U et d'un 
y-morphisme V' V tels que le diagramme 



(7.1.4) s~C7' 




soit commutatif. Le foncteur it est alors defini pour tout (V — > U) £ Ob(E), par 
(7.1.5) tt(V -+U) = U. 

Pour tout U £ Ob(Et/x), l a fibre de E au-dessus de U s'identifie canoniquement au site fini etale 
de U Y (EH- On note 



(7.1.6) am : Et f/c/y ->•£?, U ^ (V (7) 

le foncteur canonique ([3] (5.1.2)). 
On designe par 

(7.1.7) S^Et /x 

le U-topos fibre associe a 7r. La categorie fibre de 5 au-dessus de tout U £ Ob(Et/x) est canoni- 
quement equivalente au topos fini etale {Uy)ut de Uy (|2.9p et le foncteur image inverse pour tout 
morphisme /: U' —} U de Et/x s'identifie au foncteur (/y)j 6t : (f/y)fet — > {U Y )t&t image inverse 
par le morphisme de topos {fy)i&t'- [Uy)fet —> (fy)fet (01 9.3). On designe par 

(7.1.8) r -► (Et /X )° 
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la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Et/x) l a categorie (J7y)fct, et a tout 
morphisme f:U' — > U de Et/ X le foncteur (fY)fet*' (U Y )fct — > (C^y)fct image directe par le 
morphisme de topos (/y)fct- On designe par 

(7.1.9) ^ v -> (Et /JC )° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Et/x) l a categorie (Etfm y ) A des prefais- 
ceaux de U-ensembles sur Etfm y , et a tout morphisme /: [/' — > U de Et/x le foncteur 

(7.1.10) (/r)fet*: (Et f/C/ ^) A (Et f/c/y ) A 
obtenu en composant avec le foncteur image inverse fy : Etf/j/ y — )■ Etf/y . 

7.2. On designe par la categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur E. On a alors une equi- 
valence de categories (pQ 5.2) 

(7.2.1) E -> Hom (it/x) „((Et /x ) ,# v ) 

F !->• {{/ h>Fo 

On identifiera dans la suite F a la section {U ^ F oajj\} qui lui est associee par cette equivalence. 

On munit E de la topologie co-evanescente definie par it ([4] 5.3) et on note E le topos des 
faisceaux de U-ensembles sur E. Les site et topos ainsi dermis sont appeles site et topos de Faltings 
associes a h 10.1). Si F est un prefaisceau sur E, on note F a le faisceau associe. D'apres ([3] 
5.9), le foncteur (17.2.11) induit un foncteur pleinement fidele 

(7.2.2) E^Hom^ t/x)0 ((Et /x ) X) 

d'image essentielle les sections {U H> Fu} verifiant une condition de recollement. 

7.3. Le foncteur a X \- Etf/y — > E est continu et exact a gauche ([3J 5.30). II definit done un 
morphisme de topos ([1] (10.6.3)) 

(7.3.1) p-.E-tYHt. 
Le foncteur 

(7.3.2) o-+:±t /x ^E, U^{U Y ^U) 

est continu et exact a gauche ([3] 5.30). II definit done un morphisme de topos ([3] (10.6.4)) 

(7.3.3) a:E->X 6t . 
Par ailleurs, le foncteur 

(7.3.4) £ ^ Et /y , (V -> U) i-> V 

est continu et exact a gauche (|3J 10.7). II definit done un morphisme de topos 

(7.3.5) ^>:Y 6t ^E. 
On a des morphismes canoniques ([3] (10.8.3) et (10.8.4)) 

(7.3.6) a* -> 

(7.3.7) /T -> 

ou py : l^t - ► ^fot est le morphisme canonique (|2.9.1|) . Si X est quasi-separe et si Y est coherent, 
(|7.3.7p est un isomorphisme en vertu de ([3] 10 .9 (iii) ) . 
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Remarque 7.4. II resulte aussitot de ([4] 5.8) que {U n> Uy} est un faisceau sur E. C'est done 
un objet final de E et on a des isomorphismes canoniques 

(7.4.1) a*(X)^{U^U Y }^ (3*(Y). 

7.5. Considerons un diagramme commutatif 

(7.5.1) '"' 




et notons E 1 le topos de Faltings associe au morphisme b! et E 1 le topos des faisceaux de U- 
ensembles sur E' ([3] 10.1). On a alors un foncteur continu et exact a gauche ([3] 10.12) 

(7.5.2) ^ + :E^E', {V -> U) H> {V x Y Y' -> U x x X'). 
II definit un morphisme de topos 

(7.5.3) $:E'^E. 

7.6. On designe par D le site co-evanescent associe au foncteur h + : Et/x — > Et /y induit par h ([3] 

4.1). Le topos des faisceaux de U-ensembles sur D est le topos co-evanescent X^t ><x 6t Y&t associe 
au morphisme hc t : Y^t — > X& induit par h ([3] 3.12 et 4.10). Tout objet de E est naturellement 
un objet de D. On definit ainsi un foncteur pleinement fidele et exact a gauche 

(7.6.1) p + :E^D. 

Celui-ci est continu et exact a gauche ([4] 10.15). II definit done un morphisme de topos 

(7.6.2) p: X 6t x X6t Y 6t -+ E. 

~ <— 
Si X et Y sont coherents, la famille des points de E images par p des points de X&% Xx 4t Yet est 

conservative en vertu de ([4] 10.18). On rappelle ([4] 10.20) que la donnee d'un point de X^t x x 6t Ya 
est equivalente a la donnee d'une paire de points geometriques x de X et y de Y et d'une fieche 
de specialisation u de h(y) vers x, e'est-a-dire, d'un X-morphisme u:y^ X^, ou X(^) designe 
le localise strict de X en x. Un tel point sera note (y ~* x) ou encore (u : y x) . On designe par 
p(y son image par p, qui est done un point de E. 

7.7. Supposons X strictement local, de point ferme x. On designe par E sco h la sous-categorie 
pleine de E formee des objets (V — > U) tels que le morphisme U — > X soit separe et coherent, 
que Ton munit de la topologie induite par celle de E. Le foncteur d'injection canonique E sco ^ E 
induit alors par restriction une equivalence de categories entre E et le topos des faisceaux de 
U-ensembles sur i? sco h (0j 10.4). 

Pour tout morphisme etale, separe et coherent U — > X, on designe par U f la somme disjointe 
des localises stricts de U en les points de U x ; c'est un sous-schema ouvert et ferme de U, qui est 
fini sur X ([25] 18.5.11). D'apres (@] 10.23), le foncteur 

(7.7.1) 6+ : E scoh -> Et f/y , (V -> U) ^ V x v U l 
est continu et exact a gauche. II definit done un morphisme de topos 

(7.7.2) 6:Y [6t ^E. 
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On a un isomorphisme canonique ([4] (10.24.3)) 

(7.7.3) P9^id Yut . 

On en deduit un morphisme de changement de base ([I] (10.24.4)) 

(7.7.4) 0, -> 9*. 

Celui-ci est un isomorphisme en vertu de ([4] 10.27) ; en particulier, le foncteur /3* est exact. 

7.8. Soient x un point geometrique de X, X' le localise strict de X en x, Y' = Y Xx X', 
h! : Y' — ► X' la projection canonique. On designe par E' le site de Faltings associe au morphisme 
h', par E' le topos des faisceaux de U-ensembles sur E' , par 

(7.8.1) P'-.E'^Y^ 
le morphisme canonique ()7.3.1|) . par 

(7.8.2) <f>:E'^E 
le morphisme de fonctorialite f|7.5.3|) et par 

(7.8.3) 

le morphisme (|7.7.2p . On note 

(7.8.4) ^: E r/ 6t 

le foncteur compose 0* o $* . 

Si X et F sont coherents, la famille des foncteurs 9%, lorsque x decrit l'ensemble des points 
geometriques de X, est conservative en vertu de ([4| 10.38). 

On designe par la categorie des X-schemas etales s-pointes ([5j VIII 3.9), ou ce qui revient 
au meme, la categorie des voisinages du point de associe a x dans le site ~Et/ x ([5] IV 6.8.2). 
Pour tout U 6 Ob(£-), on designe par 

(7.8.5) t v :Y'->U Y 

le morphisme canonique. D'apres (|4] 10.35), si h est coherent et si l'ensemble des composantes 
connexes de Y 1 est localement fini, alors pour tout faisceau F = {U h-> Fy} de E, on a un 
isomorphisme canonique fonctoriel 

(7.8.6) lim (tur Ut (Fu) 4 ipw(F). 

7.9. On designe par SS le prefaisceau sur E defini pour tout (V — > U) S Ob(_E), par 

(7.9.1) @((V — > U)) = T(U, Gjj) 

et par 3$ a le faisceau associe. D'apres ([4] 5.32(h)) et avec les conventions de notation de 12.91 on 
a un isomorphisme canonique 

(7.9.2) <7* (£,*(<%)) 4 m a . 
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7.10. Pour tout (V — > U) G Ob(E'), on note JJ V la fermeture integrale de U — U Xx X dans V. 

Pour tout morphisme (V — > U') — > (V — >• U) de E, on a un morphisme canonique U V — > lf V qui 
s'insere dans un diagramme commutatif 

(7.10.1) 




On designe par 38 le prefaisceau sur E defini pour tout (V — > U) G Ob(E), par 

(7.10.2) -)• U)) = T(U V ,ff v v). 
Pour tout U G Ob(Et /x ), on pose f|7.1.6[) 

(7.10.3) =]foa C /t- 
Remarques 7.11. Soit (V — > ?7) un objet de E. Alors : 

(i) Comme V est entier sur Uy, le morphisme canonique V — > {/y x-jjU est un isomorphisme. 

— v 

En particulier, le morphisme canonique V — ^ [7 est une immersion ouverte schematiquement 
dominante. 

(ii) Le schema U est normal et localement irreductible (I3.1[) . En effet, J7 et V sont normaux 
et localement irreductibles d'apres [3.3l Soit Uq un ouvert de U n'ayant qu'un nombre fini de 
composantes irreductibles. Alors UqXjjU est la somme finie des fermetures integrales de Uq 
dans les points generiques de V qui sont au-dessus de Uq, dont chacune est un schema integre 
et normal en vertu de ([17] 6.3.7). 

(iii) Pour tout [/-schema etale U' , posant V' — V Xjj U', le morphisme canonique (|7.10.1j) 

(7.11.1) TJ' V ' ^U V x v U' 

est un isomorphisme. En effet, JJ V U' est normal et localement irreductible d'apres (ii) 
et 13.31 et le morphisme canonique V —> JJ V xjj U' est une immersion ouverte schematique- 
ment dominante en vertu de (i) et ( |19| 11.10.5). L'assertion s'ensuit car if s'identifie a la 
fermeture integrale de U Xjj U' dans V . 

Lemme 7.12. Soient (V — > U) un objet de E, f : W —¥ V un torseur pour la topologie etale de 

— — w — V 

V sous un groupe constant fini G. On designe par f:U — ► U le morphisme induit par f. Alors 

I'action naturelle de G sur U est admissible ( [14] V Def. 1.7) et (U , /) est un schema quotient 
— w 

de U par G, autrement dit, le morphisme canonique 

(7.12.1) & v y^J^ff vW f 

est un isomorphisme. En particulier, le morphisme canonique 

(7.12.2) T(U ,ff v v)^Y{U ,*V) G 
est un isomorphisme. 

w 

En effet, Paction de G sur U est admissible en vertu de ([14] V Cor. 1.8). Notons Z le quotient 

de U par G. D'apres l7".llf i) et ([14J Prop. 1.9), / induit un isomorphisme V —> Uy X j/Z, 
et le morphisme V — > Z est une immersion ouverte schematiquement dominante. Comme Z est 
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entier sur U, on en deduit que le morphisme Z — > IJ V induit par / est un isomorphisme, d'ou 

l'isomorphisme (|7.12.ip . L'isomorphisme (|7.12.2p s'en deduit puisque le foncteur T(U , — ) sur le 
— v 

topos de Zariski de U est exact a gauche. 

7.13. Soient U un objet de Et/x, y un point geometrique de Uy. Le schema U etant localement 
irreductible ()3.3p . il est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. On note 
U la composante irreductible de U (ou ce qui revient au meme, sa composante connexe) contenant 
y. De meme, Uy est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. On pose 
V = U XyY qui est la composante irreductible de Uy contenant y. On designe par B^j le 
topos classifiant du groupe profini fti(V,y), par (Vi)jg/ le revetement universel normalise de V en 
y (cf. |2~T0|) et par 

(7.13.1) Uy: V m 4 B„ l{VtV) , F i-> lim F(V t ) 

iei° 

le foncteur fibre de Vf^t en y (|2.10.3I) . Pour chaque i G Ob(J), (Vi — > U) est naturellement un objet 
de E. On peut done considerer le systeme projectif filtrant des schemas (U On pose 

(7.13.2) % = lim , e vV% ), 

qui est une representation discrete continue de iri(V,y) en vertu de 17. 121 autrement dit, e'est un 
objet de B^^y)- 

Remarque 7.14. Conservons les hypotheses de (|7.13[) et notons U v la limite projective dans la 
categorie des J7-schemas du systeme projectif filtrant (U ")ieJ, qui existe en vertu de ([12] 8.2.3). 
D'apres ([5] VI 5.3), si U est coherent, on a un isomorphisme canonique 

(7.14.1) T(U~ V >- T )4if. 

Lemme 7.15. Sous les hypotheses de (|7.13p . 5§u (|7. 10.311 est un faisceau pour la topologie etale 
de Etf/^/y, et on a un isomorphisme canonique 

(7.15.1) Uy(^u\V)^%. 

II suffit de montrer que la restriction du prefaisceau SS\j au site Etf/y est un faisceau. L'iso- 
morphisme (|7.15.ip resultera alors aussitot des definitions. Notons 

(7.15.2) [j+ : Etf/y — > B ni ( V ,y) 

le foncteur fibre en y p,10.2p . Pour tout W € Ob(Etf/y), on a un isomorphisme fonctoriel 

(7.15.3) l4( W ) ^ lim Hom v (Fi, W). 

iei° 

On en deduit un morphisme fonctoriel en W 

(7.15.4) T(U W , v w) -> Rom B ^ (vv) (^(W),Rl). 
Celui-ci est un isomorphisme en vertu de 17.121 d'ou l'assertion recherchee. 
Proposition 7.16. Le prefaisceau £8 sur E est un faisceau pour la topologie co-evanescente. 
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Soient (V —±U) € Ob(E), (Ui — > U)i<=i un recouvrement de Et/x- Pour tout G I 2 , posons 
Vi = V Xu Ui, Uij =UiX V U s et Vij = U l3 xyKOna Tjf ~Tj V x u U l et uj-" ~U~ V xu U tJ 
d'apres[7TT3Iiii). Considerant Gjjv comme un faisceau du topos etale de U V , le recouvrement etale 
(JjJ* — > U V )i e i induit alors une suite exacte d'applications d'ensembles 

(7.16.1) W((V ^U))^HW({Vi^Ui))^ J] W((Vij r-> Uij)). 

iei (jj')e/ 2 

La proposition s'ensuit compte tenu de 17.151 et ([3] 5.8). 

7.17. On dira dans la suite que 33 est l'anneau de E associe a X. D'apres [7.91 rhomomorphisme 
canonique 33 — > 33 induit un homomorphisme o* (K^ff-^-)) — »■ 33 (cf. I2.9p . Sauf mention explicite du 
contraire, on considere a : E — > X^t (|7.3.3p comme un morphisme de topos anneles, respectivement 
par 33 et fi^G^). Nous utilisons pour les modules la notation cr _1 pour designer 1'image inverse 
au sens des faisceaux abeliens et nous reservons la notation a* pour 1'image inverse au sens des 
modules. 

Remarque 7.18. Le prefaisceau 33 n'est pas en general un faisceau pour la topologie de E definie 
originellement par Faltings dans ([11] page 214). En effet, supposons que H soit entier, que j ne 
soit pas fermee et qu'il existe une immersion ouverte affinc Z — » X telle que Y = Z Xx X, 
j: Y — > X etant la projection canonique. Considerons deux schemas affines U et U' de Et i x et 

un morphisme surjectif U' — >• U tel que XJ' Y — ?> Uy soit fini et que U — > U ne soit pas entier. 
On pourrait par exemple prendre pour U un sous-schema ouvert afhne de X tel que 1'immersion 
ouverte ju : Uy — » U ne soit pas fermee et pour U' la somme de U et Uz- Posons V = Uy. II est 
clair que (V U) est un objet de E et que (V — > U') — > (V — > U) est un recouvrement pour la 
topologie de E definie par Faltings dans ([TT] page 214). Mais la suite 

(7.18.1) W{(V -> U)) -> W((V -> If)) =t W((V ->U' x v U')) 
n'est cependant pas exacte. En effet, supposons qu'elle le soit. Le diagramme 

(7.18.2) V ->U' At/' x v U' =}U', 

ou A est le morphisme diagonal et la double Heche represente les deux projections canoniques, est 
commutatif. Par suite, la double Heche de (|7.18.1|) est faite de deux copies du meme morphisme. 
Done l'application canonique 

(7.18.3) W({V -> U)) -> W((V -> U')) 

est un isomorphisme. Comme T(U , Gy') C 33((V — > U')), on en deduit que T(U , ffjj') est entier 

sur T(U, 0jj), et par suite que U — > U est entier puisque U et U sont affines, ce qui contredit les 
hypotheses. 

Proposition 7.19. Supposons X et X strictement locaux et soit de plus y un point geometrique 

de Y . Notons x le point ferme de X et (y x) le point de X^t x x 6t Yet defini par I'unique fleche 
de specialisation de h(y) dans x (17. 6p . Alors : 

(i) La fibre S3 p (jj-^ x ) de 33 en le point p(y x) de E (|7.6.2p est un anneau normal et strictement 
local. 

(ii) On a un isomorphisme canonique 

(7.19.1) (h*(0x)) x ^T(X,&x). 
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(iii) L 'homomorphisme 

(7.19.2) (ti*(0x))x^^ P (v~z) 

induit par I 'homomorphisme canonique a (K*(&jj-)) — > ^ (|7.17p esi /ocaL 

(i) On notera d'abord que Y est integre. Soit (Vi)jgj le revetement universel normalise de y au 
point y p.lOp . II resulte de ([4] (10.36.1)) qu'on a un isomorphisme canonique 



(7.19.3) 



lim 



f((^^X))^>^ p(M . 



Pour chaque i G Ob(J), le schema X * est normal, integre et entier sur X (j7.1ip . II est done 
strictement local en vertu de 13.51 Par ailleurs, pour tout morphisme j — > i de /, le morphisme 



de transition X V] — > X V% est entier et dominant. En particulier, rhomomorphisme de transition 
3§{{y% —> X)) — > £$((Vj — > X)) est local. On en deduit que l'anneau 38 p t^j-^ x ) es t local, normal et 
henselien ([16] 0.6.5. 12(ii) et [25] I § 3 prop. 1). Comme l'homomorphisme r(^, @^r) — > 3§ p (y-^ x ) 
est entier et done local, le corps residuel de 3§ p (y^ x ) est une extension algebrique de celui de 
T(X, &x). II est done separablement clos. 

(ii) Cela resulte aussitot du fait que X est strictement local. 

(iii) Rappelons d'abord qu'on a un isomorphisme canonique ([I] (10.20.1)) 

(7.19.4) (a-\h^))) p& ^ x) 4 h.{#x) x . 

La proposition resulte alors du fait que l'homomorphisme 



(7.19.5) 



SB 



induit par l'homomorphisme canonique a 1 (fi-*(^x)) ® es ^ en tier d'apres (|7.19.3|) et done local 
7.20. Considerons un diagramme commutatif 



(7.20.1) 




et posons h! = %' o j' . Supposons que X soit normal et localement irreductible et que j' soit une 
immersion ouverte quasi-compacte. On designe par E' (resp. E') le site (resp. topos) de Faltings 
associe au morphisme h' (|7.2D . par 58 l'anneau de E' associe a X (|7.17p et par 



(7.20.2) 



$ : E' -> E 



le morphisme de fonctorialite (|7.5.3p . Pour tout (V U') e Ob(£"), on pose U = U' x x > X et 
on note if la fermeture integrate de U dans V, de sorte que 



(7.20.3) 



&'((V> ^U'))=T(U' V ',0-, V ,). 
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Pour tout (V->U)e Ob(E), posons V = V x Y Y' et U' = U x x X', de sorte (V -)• U') est un 
objet de E' et que l'on a un diagramme commutatif 

(7.20.4) 




On en deduit un morphisme 

(7.20.5) T7' V ' ->U V , 
et par suite un homomorphisme d'anneaux de E 

(7.20.6) ~W-+$*(0). 

Nous considerons dans la suite $ comme un morphisme de topos anneles (respectivement par SS 
et £$). Nous utilisons pour les modules la notation <I> _1 pour designer l'image inverse au sens des 
faisceaux abeliens et nous reservons la notation $* pour l'image inverse au sens des modules. 



Lemme 7.21. Les hypotheses etant celles de (|7.20p . supposons de plus que g soit etale et que les 
deux carres du diagramme (|7.20.ip soient cartesiens, de sorte que (Y' — > X') est un objet de E. 
Alors : 

(i) Le morphisme 



(7.21.1) 



adjoint du morphisme (|7.20.6[) est un isomorphisme. 
(ii) Le morphisme de topos anneles $: (E',33 ) — > (E,S$) s'identifie au morphisme de localisa- 
tion de (E,W) en a*{X'). 

En effet, le morphisme de topos $: E' — > E s'identifie au morphisme de localisation de E en 
a*(X') = (Y' — > X') a en vertu de ([1] 10.14). II suffit done de montrer la premiere proposition. Le 
foncteur <£>* : E — > E' s'identifie au foncteur de restriction par le foncteur canonique E' — > E. Pour 
tout (V — > U) € Ob(E'), on a un isomorphisme canonique 

(7.21.2) U x x ,x' ^ U x x X = U. 
On en deduit un isomorphisme (fonctoriel en (V — > U)) 

(7.21.3) *- x (S)((V -> U)) ^ W'((V -> CO). 



II reste a montrer que celui-ci est adjoint du morphisme (|7.20.6|) . Posons U' = U x x X' et V' = 

V Xy Y' . Les morphismes structuraux U — > X' et V — > Y' induisent des sections U — > U' et 

V — > V des projections canoniques U' — > U et V' — > V. On en deduit un diagramme commutatif 

(7.21.4) 
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et par suite des morphismes U — x U — X U dont le compose est l'identite de U . Le compose 
(7.21.5) ^~ 1 {W)((V -X U)) -X *- 1 ($,(S'))((V -»• CO) = ^((V -> C/')) -> ^((V -X CO) 

ou la premiere fleche est induite par (|7.20.6[) et la derniere fleche est le morphisme d'adjonction, 
est done l'isomorphisme ()7.21.3[) ; d'ou la premiere proposition. 

Lemme 7.22. Les hypotheses etant celles de (|7.20| . supposons de plus que X' soit le localise strict 
de X en un point geometrique x et que les deux carves du diagramme (|7.20.ip soient cartesiens. 
Soient (V — X U) un objet de E, U' = U Xx X', V' = V Xy Y' . Alors le morphisme canonique 

l/ V Lf V Xx X' (|7.20.5p est un isomorphisme. 

En effet, on a un diagramme commutatif a carres cartesiens 

(7.22.1) V ^V' >■ U' *-X' 



V *u *u 

On peut done identifier U a la fermeture integrale de U V Xx X' dans V . II sufBt alors de 
montrer que le morphisme canonique V' — > U Xx X' est une immersion ouverte quasi-compacte 
et schematiquement dominante et que U xx X' est normal et localement irreductible. La premiere 
assertion resulte de l7.11f i) et ([T^] 11.10.5). La seconde assertion etant locale, pour la prouver, on 
peut se borner au cas ou X est affine. Considerons X' comme une limite projective cofiltrante de 
voisinages etales affines de x dans X (cf. [S] VIII 4.5). Alors U Xx X' est canoniquement 

isomorphe a la limite projective des schemas (U Xx Xi)i £ i ([12] 8.2.5). Comme chaque U V x^X; 
est normal d'apres [TJV[ii) et {[25\ VII prop. 2), if x x X' est normal d'apres ([TB] 0.6.5. 12(ii)) . 
D'autre part, comme X est normal et localement irreductible par hypothese, il en est de meme 
de V d'apres [331 On en deduit que U Xx X' est localement irreductible en vertu de 13.41 : d'ou 
la proposition. 

Proposition 7.23. Les hypotheses etant celles de (|7.20p , supposons de plus que h soit coherent, 
que X' soit le localise strict de X en un point geometrique x et que les deux carres du diagramme 
(17.20. ip soient cartesiens. Alors le morphisme 

(7.23.1) $- 1 (^)^^' 

adjoint du morphisme (|7.20.6p est un isomorphisme. 

Choisissons un voisinage ouvert affine Xq de l'image de x dans X et notons / la categorie des 
Vo-schemas etales x-pointes qui sont affines au-dessus de Xq (cf. [5] VIII 3.9 et 4.5). On designe 
par 

(7.23.2) S^l 

le U-site fibre defini dans ([3] (11.2.2)) : la categorie fibre de & au-dessus d'un objet U de I est le 
site de Faltings associe a la projection canonique hjj : Uy U, et le foncteur image inverse associe 
a un morphisme / : U' — > U de / est le foncteur : Sjj — x <%' defini dans (17.5.21) . On note 

(7.23.3) 

le U-topos fibre associe a S '/I. La categorie fibre de & au-dessus d'un objet U de I est le topos Sjj 
des faisceaux de U-ensembles sur le site co-evanescent S'u, et le foncteur image inverse relatif a un 
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morphisme / : U' — > U de / est le foncteur image inverse par le morphisme de topos $ / : <§u' — > S'u 
defini dans (|7.5.3|) . On note 

(7.23.4) J? v -> 1° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout objet U de / la categorie &u = §xj et a tout 
morphisme / : U' — > U de / le foncteur image directe par le morphisme de topos $/. On rappelle 
([1] 10.14) que pour tout U G Ob(I), Sjj est canoniquement equivalent au topos E/( UY ^uja , ou 
(Uy — > U) a designe le faisceau associe a (Uy — > U). 

En vertu de ([2] 11.3), le topos E' est canoniquement equivalent a la limite projective du topos 
fibre & /I. Munissons § de la topologie totale ([5] VI 7.4.1) et notons Top(<^) le topos des faisceaux 
de U-ensembles sur S ' . On a alors un morphisme canonique ([3] (11.4.2)) 

(7.23.5) w : E' ->■ Top(<?) 

et un diagramme commutatif canonique de foncteurs ([3] (11.4.3)) 

(7.23.6) E' ^ Hom cart// o (1°, J? v ) 



Top(^) ^Homj.ff,^) 

ou les Heches horizontales sont des equivalences de categories et la Heche verticale de droite est 
l'injection canonique (cf. [5] VI 8.2.9). 

Pour tout objet U de /, on note 33 m l'anneau de S\j associe a U (17.171) . Pour tout morphisme 
f:U'—>U de /, on a un homomorphisme canonique 3§ m — > /u 1 ) (|7.20.6|) . Ces homo- 

morphismes verifient une relation de compatibilite pour la composition des morphismes de I du 
type (p] (1.1.2.2)). lis definissent done un anneau de Top(<o") que Ton note {U h-> &/u} (& ne pas 
confondre avec l'anneau SB = {U n- SBjj] de E (|7.10.3| ). Pour tout U G Ob(7), on a un morphisme 
canonique gjj : X' — >• {/ qui induit un morphisme de topos anneles (|7.20.6p 

(7.23.7) (S',^') -> (<%, ^/c/). 

La collection des homomorphismes SB ju — > &u*(S§ ) definit un homomorphisme d'anneaux de 
Top(#) 

(7.23.8) {U ^W/u} -> w m 0). 
Montrons que I'homomorphisme adjoint 

(7.23.9) m*({U ^W fu }) ->W 

est un isomorphisme. Comme le foncteur zu* est pleinement fidele ()7.23.6p . il suffit de montrer que 
I'homomorphisme induit 

(7.23.10) vj*(m*({U ^-W/u})) -> w*(0) 

est un isomorphisme. Compte tenu de ([5] VI 8.5.3), cela revient a montrer que pour tout U G 
Ob(/), 1'homomorphismc canonique de S\j 

(7.23.11) lim $ Jt ,(i%/xji)-+&u*(0), 

f : U'-*V 

ou la limite est prise sur les morphismes / : U' — > U de I, est un isomorphisme. 
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Soit (Vi — > Ui) un objet de E/(jj Y ^u^ tel que le morphisme U\ — > U soit coherent. Le morphisme 
canonique 



(7.23.12) 



U^ 1 x n X' -> lim E/f 1 Xj/U"' 

v"eoh(i /a ) 



est un isomorphisme d'apres ([19] 8.2.5). Comme /i est coherent, le schema est coherent. On 
en deduit par ([5] VI 5.2 s ). 17.1 IT iii) et 17.221 que rhomomorphisme canonique 

(7.23.13) lim W /ut ((Vi x v U' -> Ui x v U')) ]i'((Vi x v X' ->• C7i x v X')) 

t.-'eob(i /[7 ) 

est un isomorphisme. Par ailleurs, h etant coherent, le faisceau (Vi — > U\) a de <oj/ associe a 
(Vi -> C7i) est coherent d'apres ([J 1 0.5(i)). Done en vertu de ([4J 10.4 et 10.5(h)) et Q5J VI 5.3), 
1'isomorphisme (|7.23.13p montre que (17. 23. lip est un isomorphisme. 

On deduit de 1'isomorphisme (|7.23.9[) et de ([3] (11.4.4)) que rhomomorphisme canonique 



(7.23.14) 



lim ^{sSju) 



est un isomorphisme. Pour tout U € Ob(J), le morphisme canonique U — > X induit un morphisme 
de topos anneles 



(7.23.15) 



Comme rhomomorphisme p u 1 (£8) —> SB m est un isomorphisme en vertu de l7.21l i). la proposition 
resulte de 1'isomorphisme (|7. 23.141) . 

8. Topos de Faltings au-dessus d'un trait 

8.1. Dans cette section, on se donne un S-schema coherent X et un sous-schema ouvert X° de 
X v (|2.ip . Pour tout V-schema U, on pose 



(8.1.1) 



U = Ux s S et U° = Ux X X° 



On note j : X° — > X et h: X — > X les morphismes canoniques. On suppose j quasi-compact et X 
normal et localement irreductible (|3. lj) . On notera que X et X sont coherents et etale-localement 
connexes d'apres [3.2( 111). On se propose d'appliquer les constructions de §[7]aux morphismes de la 
ligne superieure du diagramme commutatif suivant : 



.1.2) 



X 



X 



X 





□ 







S 



On designe par E (resp. E) le site (resp. topos) de Faltings associe au morphisme ho j^-; X — >• X 
(|7.2p . et par SB l'anneau de E associe a X (|7.17p . qui est alors une ^-^-algebre. On note 

(8.1.3) a:E -> X 6t , 

(8.1.4) p:X 6t x X6t X° 6 t E, 
les morphismes canoniques (|7.3.3p et (|7.6.2p . respectivement. 
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Pour tout entier n > 0, on pose 

(8.1.5) W n = W/p n W. 
Pour tout U E Ob(Et /x ), on pose Wu = Wo au < (|7.1.6p et 

(8.1.6) W u>n = Wu/p n Wu. 

On notera que l'homomorphisme canonique 3§u,n 3$n oa U\ n'est pas en general un isomorphisme ; 
c'est pourquoi nous n'utiliserons pas la notation 38 n .u- Toutefois, les correspondances {U i-> p n 3@u} 
et {U i — y 3§u,n \ ferment naturellement des prefaisceaux sur E (|7.2.1|) . et les morphismes canoniques 

(8.1.7) {U^p n &u} a p n W, 

(8.1.8) {U^Wu, n } a -> 

ou les termes de gauche designent les faisceaux associes dans E, sont des isomorphismes d'apres 
(g] 8.2 et 8.9). 

Lemme 8.2. 3§ est 0-^-plat. 

Pour tout (V — > U) € Ob(£?), comme V est un 77-schema, £/ V est iS-plat en vertu de I7.11f i). 
Par suite, 33 n'a pas de ^-^-torsion et est done ^-^-plat ([7] Chap. VI §3.6 lem. 1). 

8.3. Comme X v est un ouvert de X^t, i.e., un sous-objet de l'objet final X ([5] IV 8.3), a*(X v ) = 
(X — > X v ) a est un ouvert de E (|7.3.3| . On rappelle que le topos E/^ix ) es t canoniquement 
equivalent au topos de Faltings associe au morphisme X — > X v ([?] 10.14). On note 

(8.3.1) 7: 

le morphisme de localisation de E en cr*(X n ), que l'on identifie au morphisme de fonctorialite 
induit par l'injection canonique X n — > X (|7.5[) . On a alors une suite de trois foncteurs adjoints 

(8.3.2) 7! : E /tr(Xv) ->E, 7* : E -> £/ ctW , 7 „ 

dans le sens que pour deux foncteurs consecutifs de la suite, celui de droite est adjoint a droite de 
l'autre. Les foncteurs 71 et 7* sont pleinement fideles ([5] IV 9.2.4). 

On designe par E s le sous-topos ferme de E complementaire de l'ouvert a*(X v ), e'est-a-dire la 
sous-categorie pleine de E formee des faisceaux F tels que j*(F) soit un objet final de E/ a *i x ) 
([5] IV 9.3.5), et par 

(8.3.3) 5:E S ^E 

le plongement canonique, e'est-a-dire le morphisme de topos tel que (5* : E s — > E soit le foncteur 
d'injection canonique. Pour tout F S Ob(-E), on pose F s — S*(F). 

On designe par Pt(E), Pt{E/ a *r x \) et Pt(E a ) les categories des points de E, E/ a *r x \ e * E 3 , 
respectivement, et par 

(8.3.4) u: Pt(E /a « (Xri) ) -> Pt(E) et v. Pt(E s ) -> Pt(E) 

les foncteurs induits par 7 et 5, respectivement. Ces foncteurs sont pleinement fideles, et tout point 
de E appartient a 1'image essentielle de l'un ou l'autre de ces foncteurs exclusivement ([5] IV 9.7.2). 
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Remarque 8.4. Par definition, pour tout F G Ob(£' s ), la projection canonique 
(8.4.1) cr%Y l! )xA 1 ,(F)-K7*(X IJ ) 

est un isomorphisme. II existe done un unique morphisme <j*(X^) — > 6*(F) de E, autrement dit, 
S*(a*(X v )) est un objet initial de E s . 

Lemme 8.5. (i) Soit (y ~~> x) un point de X^t Xx« (|7.6[) . Pour que p(y x) appartienne a 
I'image essentielle de u (resp. v) (|8.3.4j) . il faut et il suffit que x soit au-dessus de r\ (resp. s). 

(ii) La famille des points de Ei^rx \ (resp. E s ) definie par la famille des points p(y x) de 
E tels quex soit au-dessus de rj (resp. s) est conservative. 

(i) En effet, pour que p(y x) appartienne a I'image essentielle de u (resp. v), il faut et il suffit 
que {a* {X n )) p (y^,x) s °it un singleton (resp. vide). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique 
(0 (10.20.1)) 

(8.5.1) (o-*(X v )) p (y^x) -> {X v )xi 

d'oii la proposition. 

(ii) Cela resulte de (i), (g] 10.18) et ([5] IV 9.7.3). 

Lemme 8.6. Pour tout faisceau F = {U h-> Fu} de E, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) F est un objet de E s . 

(ii) Pour tout U G Et/x , i 7 ^/ est un objet final de U i6t , i.e., est representable par U . 

(iii) Pour tout point (y x) de X^t x x 6t X 6t (|7.6p tel que x soit au-dessus de r\, la fibre 
Fpty-~tx) de F en p(y ~-» x) est un singleton. 

En effet, d'apres ([4] 5.36), on a un isomorphisme canonique 

(8.6.1) 7 *(F) 4 {V h> i^,}, (C/' e Ob(Et /x J). 

Comme {E/' h-> U }, pour £7' G Ob(Et/x )) es t un objet final de Ej a *^ x ) l|7.4|) . les conditions (i) 
et (ii) sont equivalentes. Par ailleurs, les conditions (i) et (iii) sont equivalentes en vertu de !8.5f ii). 

Lemme 8.7. Pour tout n > 0, I'anneau £$ n (|8.1.5p est un objet de E s . 

En effet, pour tout point (y ~» x) de X^t x x 6t X 6t f|7.6|) tel que x soit au-dessus de 77, l'ho- 
momorphisme canonique a~ 1 (&x) - ► SB (|7.17|l induit un homomorphisme ~~ ^ 3$p(y-~x) ([3| 
(10.20.1)). Par suite, p est inversible dans &p(y~>x), d'ou la proposition en vertu de 18.61 

8.8. Notons a: X s — > X et b: X v — >• X les injections canoniques. Le topos Eu«rx ) etant cano- 
niquement equivalent au topos de Faltings associe au morphisme X — > X v . notons 

(8-8.1) Or)'- E/ a ,( Xyi ) X 7h a 

le morphisme canonique (j7.3.3|) . D'apres ([3] (10.12.6)), le diagramme 

(8-8.2) E/ a *(x v ) — '—*~Xvfr 



E U -^X, 
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est commutatif a isomorphisme canonique pres. En vertu de ([5] IV 9.4.3), il existe un morphisme 

(8.8.3) a s :E s ^X sAt 
unique a isomorphisme pres tel que le diagramme 

(8.8.4) E s — ^ X,,* 

5 



E- 



X, 



soit commutatif a isomorphisme pres. 

8.9. Soit n un entier > 1. Le trait S etant strictement local, il existe un unique S'-morphisme 
s — > S. Celui-ci induit un morphisme a n : X s — > X n = X x g S n (12.1.ip qui s'insere dans un 
diagramme commutatif 



.9.1) 




x n - 

K„ 

x n - 



X 



X 



ou a n , i n , i n et h n sont les morphismes canoniques. Par ailleurs, l'homomorphisme canonique 
<7 _1 (?i*(^x)) ^ (|7TT7j) induit un homomorphisme (|8.1.5[) 

(8.9.2) (7- 1 (t n .(fi n ,(% B )))-^S n . 

Comme a n , a n et h n sont des homeomorphismes universels, on peut identifier 0-^ a un faisceau de 
X s ^f Par suite, er -1 (L n *{hn*(&x ))) es * canoniquement isomorphe a l'anneau a*{ff-^ ) de E s (|8.8p . 
Comme SS n est aussi un objet de E s (|8.7p . on peut considerer (|8.9.2p comme un homomorphisme 
de E„ 



.9.3) 



x 



Le morphisme a s (|8.8.3p est done sous-jacent a un morphisme de topos anneles, que Ton note 
(8.9.4) a n : (E s ,W n ) -> (X sA ,^J. 

8.10. On designe par £§ l'anneau (3§ n +i)nen de Ef° (|6.7II et par l'anneau (&x n+1 )neN de 
Xf zar ou de Xf- t , selon le contexte. Cet abus de notation n'induit aucune confusion (cf. I2.9[) . 
D'apres [6.51 les morphismes {<r n +i)neN (|8.9.4p induisent un morphisme de topos anneles 

(8.10.1) a: (Ef ,1) ^ (X^,^). 
Pour tout entier n > 1, on designe par 

(8.10.2) u n : (X Bi6t , %J -> (X s , zar , %J 

le morphisme canonique de topos anneles (cf. 12.91 et 18.91) . Les morphismes (u n +i) n eN induisent un 
morphisme de topos anneles 

(8.10.3) 



u: (Xl%^)^(Xf; ar ,^). 



On designe par X le schema formel complete p-adique de X. L'espace topologique sous-jacent 
a 3l est canoniquement isomorphe a X s . II est annele par le faisceau d'anneaux topologiques ff% 
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limite projective des faisceaux d'anneaux pseudo-discrets {&x +1 )«eN ([IS] 0.3.9.1). On designe 
par 

(8.10.4) A:X s N : ar ^X s , zar 

le morphisme defini dans (I6.4.3I) . Le faisceau d'anneaux XJff^,) est canoniquement isomorphe au 
faisceau d'anneaux (sans topologies) sous-jacent a &x ([IS] 0.3.9.1 et 0.3.2.6). On considere alors 
A comme un morphisme de topos anneles, respectivement par et On note 

(8.10.5) T: (Ef,W) -> (X s , zar , ff x ) 
le morphisme compose de topos anneles Aouoct. 



8.11. Soient g: X' — )■ X un morphisme coherent, X ,c> un sous-schema ouvert de X'° — X° xjl'. 
Pour tout X'-schema U', on pose 



.11.1) 



-A'' 



On note f : X ,c> — > X' l'injection canonique et h' : X —> X' le morphisme canonique (|8.1.1[) . 
Supposons X normal et localement irreductible. On designe par E' (resp. E') le site (resp. topos) 
de Faltings associe au morphisme %' o jL, : X —tX' (|7.2p . par ^ l'anneau de E' associe a x' 
(j7TT7|) et par 

(8.11.2) 



le morphisme canonique de topos anneles ()7.17j) . On note £^ le sous-topos ferme de E' comple- 
mentaire de l'ouvert a'*(X'), 



(8.11.3) 

le plongement canonique et 
(8.11.4) 



8' : E' -> E' 



le morphisme canonique de topos (|8.8.3[) . Pour tout entier n > 1, on pose 2% n = SS /p n & , et on 
designe par 



.11.5) 



u' n : (E' s ^ n )^(X'^) 



le morphisme de topos anneles induit par a' (|8.9.4I) . 
Soit 



(8.11.6) 



*: (E',3S) -> (E,38) 



le morphisme de topos anneles deduit de g par fonctorialite (|7.20p . D'apres ([1] (10.12.6)) et les 
definitions 17.171 et I7.20[ le diagramme de morphismes de topos anneles 



.11.7) 



(Xi t ,K(^)) 
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ou g est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphismc canonique pres, dans le sens 
de (PQ 1.2.3). On a un isomorphisme canonique $*(a*(X v )) ~ (j'*(X' v ) ([7X21) . En vertu de ([5] IV 
9.4.3), il existe done un morphisme de topos 

(8.11.8) $ S :E' S ^E S 
unique a isomorphisme pres tel que le diagramme 



(8.11.9) 



E' m 



E' ■ 



■E 



soit commutatif a isomorphisme pres, et meme 2-cartesien. II resulte de ([I] (10.12.6)) et ([5] IV 
9.4.3) que le diagramme de morphisme de topos 



.11.10) 



E' 



E, 



x: 



s,et 



x 



5,et 



est commutatif a isomorphisme canonique pres. 

L'homomorphisme canonique — > 53 induit un homomorphisme $*(^„) — s> £3 n . Le 
morphisme $ s est done sous-jacent a un morphisme de topos anneles, que l'on note 

(8.11.11) (K,W' n ) -> {EsM- 

II resulte de (|8.11.7p et (|8.11.10p que le diagramme de morphismes de topos anneles 



.11.12) 



(X> St6t ,0 K )^ L +(Xs^0x n ) 

ou g n est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphisme canonique pres, dans le sens 
de (pg 1.2.3). 

Posons =5$ = (^„+i)neN, qui est un anneau de E'^ . D'apres l6.5[ les morphismes ($„+i)„ e N 
definissent un morphisme de topos anneles 

(8.11.13) $: (E' S N °,W) -> (£ S N °,#). 

On designe par X' le schema formel complete p-adique de X et par 

(8.11.14) T': (Ef,W)^(X' zaT ,0 x ,) 



le morphisme de topos anneles defini dans ()8.10.5|) relativement a (X',X ,<:> ). II resulte aussitot de 
(I8.ll.12p et du caractere fonctoriel des morphismes u (|8.10.3p et A (|8. 10.41) que le diagramme de 



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 



45 



morphismes de topos anneles 
(8.11.15) 



(El 



ou g est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphisme canonique pres, dans le sens de 

(PQ 1.2.3). On en deduit, pour tout ^-module & et tout entier q > 0, un morphisme de changement 
de base 

(8.11.16) g*(R?T m (jr)) -+R?T't(fr(&)). 

Lemme 8.12. Les hypotheses etant celles de (|8.11|) . supposons de plus g etale et X ,!> = X'° . Alors 
$ s (|8.11.8|) est canoniquement isomorphe au morphisme de localisation de E s en a*(X' s ). 

On observera d'abord que (X > — >• X') est un objet de E et que le faisceau associe n'est autre 
que a*(X'). Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique 8* (a* (X 1 )) — > a*(X' s ) (|8.8.4[) . Notons 
j: Ej a »(x') — > (resp. j s : (J5 a ) / a *(X') E s ) le morphisme de localisation de E en a*(X') (resp. 
de £? s en a*(X' s )). D'apres ([5] IV 5.10), le morphisme 8 induit un morphisme 

(8.12.1) <5/ct*(a") : {Es)/ a *(x' e ) E/ a *(x') 

qui s'insere dans un diagramme commutatif a isomorphisme canonique pres 



.12.2) 



{E s )/ a *(x> e ) 



°J*»(X>) 

E 



E 



/V(X') 

Ce diagramme est en fait 2-cartesien d'apres ([5j IV 5.11). D'autre part, les topos E' et Eu*rx') 
sont canoniquement equivalents et le morphisme $ s'identifie a j en vertu de ([4] 10.14). Comme 
le diagramme (|8.11.9p est aussi 2-cartesien, la proposition s'ensuit. 

Lemme 8.13. Les hypotheses etant celles de (18.1ip . supposons de plus que X ,!> = X'° et que Vune 
des deux conditions suivantes soit remplie : 

(i) g est etale. 

(ii) X' est le localise strict de X en un point geometrique x. 

Alors pour tout entier n>l, Vhomomorphisme <S>*(& n ) — > SS n est un isomorphisme. 

Cela resulte de lT2l7 i) et 17^51 

Proposition 8.14. Les hypotheses etant celles de (|8.11[) . supposons de plus g etale et X /c> — X'° , 
et notons encore A : Ef — > E s le morphisme de topos defini dans (|6 .4. 3[) . Alors $ (I8.ll.13p est 
canoniquement isomorphe au morphisme de localisation du topos annele (Ef en X*(a*(X' s )). 

En effet, le morphisme de topos 3?^ : E'J* — > Ef s'identifie au morphisme de localisation de 



Ef en X*(a*(X' s )), d'apres l8TT2l et[6T5TiiV D'autre part, l'homomorphisme canonique ($f )*(^) -> 
SS est un isomorphisme en vertu de 18.131 et (|6.5.4p ; d'ou la proposition. 
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Corollaire 8.15. Les hypotheses etant celles de ()8.11j) . supposons de plus que g soit une immersion 

ouverte et que X /!> = X'°. Alors pour tout '-module & et tout entier q > 0, le morphisme de 
changement de base (|8.11.16p 

(8.15.1) 0*(R 9 T,(^)) -> R'Tt ($*(.£■)) 
est un isomorphisme. 

En effet, les carres du diagramme de morphismes de topos 

(8.15.2) Ef »- E s 



A s,et **" A s,et 



ou it s est le morphisme canonique (|2.9.2I) et A designe (abusivement) les morphismes definis dans 
(|6.4.3p . sont commutatifs a isomorphismes canoniques pres (|6.5.4[) . Notant T = A o o , qui 
est le morphisme de topos sous-jacent a T (j8.10.5p . on en deduit un isomorphisme 

(8.15.3) T*(X' S ) 4 \*(o-* s (X> s )). 

II resulte alors de (|8.11.15p et 18. 141 que T' s'identifie au morphisme T /x' (cf. [5 J IV 5.10) ; d'ou la 
proposition. 

9. Les algebres de Higgs-Tate 

9.1. Dans cette section, /: (X, ^#x) — > [S, J$s) designe un morphisme adequat de schemas loga- 
rithmiques (|3.9p . On note X° le sous-schema ouvert maximal de X ou la structure logarithmiquc 
jMx est triviale ; c'est un sous-schema ouvert de X v . Pour tout S'-schema Y et tout X-schema 
usuel U, on pose (|2.ip 



(9.1.1) Y = Yx s S, Y = Yx s S et U° = U x x X°. 

On note j : X° — > X et ft: X —> X les morphismes canoniques. Pour alleger les notations, on pose 

(9-1-2) ^X/S = ^(A,^x)/(S,^s)' 

que l'on considere comme un faisceau de X zal ou selon le contexte (cf. 12. 9p . Pour tout entier 
n > 1, on pose 

(9.1.3) r% n/5n = % n , 

ou X„ = AxsS'n p.l.ip , que l'on considere comme un faisceau de X SjZar ou X s ^t , selon le contexte 
(cf. 12.91 et 18. 9p . On munit X et X des structures logarithmiques et images inverses de 
^#x- On a alors des isomorphismes canoniques (|2.1I) 

(9.1.4) (X^%) 4 (X,..^) x (s ^ s) (5, .4%), 

(9.1.5) 0C,^) ^ (X,-**) x (s ^ s) (§,^ f ), 

le produit etant indifferemment pris dans la categorie des schemas logarithmiques ou dans celle 
des schemas logarithmiques fins. 
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Une {sd%{S),^^rg\)- deformation lisse de (X,^-^) (|2.3[) est la donnee d'un morphisme lisse 
de schemas logarithmiques fins 

(9.1.6) 



et d'un (S, ^^)-isomorphisme 



(9.1.7) 



le produit etant indifferemment pris dans la categorie des schemas logarithmiques ou dans celle des 
schemas logarithmiques fins (cf. |22j 3.14). Dans la suite de cette section, on suppose qu'il existe 
une telle deformation (X,^ x ) que I' on fixe. 

9.2. D'apres l3.10f v). les schemas X et X sont normaux et localement irreductibles. Par ailleurs, 
X etant noetherien, j est quasi-compact. On peut done appliquer les constructions de § |8] aux 
morphismes de la ligne superieure du diagramme commutatif suivant : 

(9.2.1) 




On note 

(9.2.2) Tr-.E-^Et/x 

O 

le U-site fibre de Faltings associe au morphisme hoj-^-: X — >• X (|7.1j) . On munit E de la topologie 
co-evanescente et on designe par E le topos des faisceaux de U-ensembles sur E (|7.2|l . par 33 
l'anneau de E associe a X (|7.17|) et par 

(9.2.3) a:E^X 6u 

(9.2.4) p:X 6t x X6t X° 6t ^E, 

les morphismes canoniques (|7.3.3j) et (|7.6.2|) . On note E s le sous-topos ferme de E complementaire 
de 1'ouvert a*(X v ) (|B~3|l . 

(9.2.5) 5:E S ^E 
le plongement canonique et 

(9.2.6) a s : E s -> .V. ,-, 

le morphisme de topos induit par a (|8.8.3|) . Pour tout entier n > 0, on pose 

(9.2.7) W n = W/p n W. 
Pour tout U E Ob(Et /x ), on pose Wu = Woam (|7.1.6|1 et 

(9.2.8) W u>n = Wu/p n Wu. 

On notera que l'homomorphisme canonique 3§u,n — ► 3§ n oajj\ n'est pas en general un isomorphisme 
(cf. (|8.1.8p ). On rappelle (|8.7j) que 3§ n est un anneau de E s . Si n > 1, on note 

(9.2.9) <7„ : (E s ,W n ) -> (X sA , %J 
le morphisme canonique de topos anneles (|8.9.4[) . 
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9.3. On designe par P la sous-categorie pleine dc Et/x formee dcs schemas afBnes U tels que le 
morphisme (U,^x\U) — > (S, ^#s) induit par / admette une carte adequate (|3.8|) . On munit P de 
la topologie induite par celle de Et /x ■ Comme X est noetherien et done quasi-separe, tout objet 
de P est coherent sur X. Par suite, P est une famille U-petite, topologiquement generatrice du site 
Et /x et est stable par produits fibres. On designe par 

(9.3.1) TTpi^p^P 

le site fibre deduit de tt (19.2.21) par changement de base par le foncteur d'injection canoniquc 
P — > Et/jf- On munit Ep de la topologie co-evanescente definie par 7Tp et on note Ep le topos 
des faisceaux de U-ensembles sur Ep. D'apres ([I] 5.19 et 5.20), la topologie de Ep est induite par 
celle de E au moyen du foncteur de projection canonique Ep — > E, et celui-ci induit par restriction 
une equivalence de categories 

(9.3.2) E^Ep. 

Remarque 9.4. Soient U un objet de P, y un point geometrique generique de U , ~R^j l'anneau 
defini dans (|T. 13. 2[) . Les schemas U et U etant localement irreductibles (|3.3p . ils sont les sommes 
des schemas induits sur leurs composantes irreductibles. Notons U' (resp. U ) la composante irre- 
ductible de U (resp. U) contenant y. De meme, U est la somme des schemas induits sur ses com- 
posantes irreductibles et U = U xx X° est la composante irreductible de U contenant y. Alors 
U' est naturellement un objet de P au-dessus de U, et l'homomorphisme canonique R^, — > R^, 

est un isomorphisms 7ri(J7°, y)-equivariant. Si U' s — 0, i?^ est une if-algebre. Supposons U' s ^ 0, 
de sorte que le morphisme ({/', .4%x\U') — > (S, JKs) induit par / verifie les hypotheses de (|3j 6.2). 
L'algebre i?^ munie de Paction de iti(U ,y) correspond alors a l'algebre R munie de Paction de 
A introduite dans ([3j 6.7 et 6.9) ; d'ou la notation. L'anneau du schema amne U correspond a 
l'algebre R\ dans loc. cit., d'apres ([3] 6.8(i) ) . 

9.5. On designe par Q la sous-categorie pleine de P (|9.3p formee des schemas afhnes connexes U 
tels qu'il existe une carte fine et saturee M — > T(U, JKx) pour (U,^x\U) induisant un isomor- 
phisme 

(9.5.1) M 4 T{U,J(x)/T{U, X ). 

Cette carte est a priori independante de la carte adequate requise dans la definition des objets de 
P. On munit Q de la topologie induite par celle de Et/x- H resulte de ([3] 5.17) que Q est une 
sous-categorie topologiquement generatrice de Et / x ■ On designe par 

(9.5.2) tt q :£;q^Q 

le site fibre deduit de tt (|9.2.2p par changement de base par le foncteur d'injection canonique 
Q — > Et/x- Le foncteur de projection canonique Eq — > E est pleinement fidele et la categorie 
Eq est U-petite et topologiquement generatrice du site E. On munit Eq de la topologie induite 
par celle de E. Par restriction, le topos E est alors equivalent a la categorie des faisceaux de U- 
ensembles sur Eq ([5] III 4.1). On prendra garde qu'en general, Q n'etant pas stable par produits 
fibres, on ne peut pas parler de topologie co-evanescente sur Eq associee a ttq, et encore moins 
appliquer ([4J 5.19 et 5.20). 
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9.6. On designe par Eq la categorie des prefaisceaux de U-ensembles sur Eq et par 

(9.6.1) Q° 

la categorie fibree obtenue en associant a tout U G Ob(Q) la categorie (Et f ^jo) A des prefaisceaux 
de U-ensembles sur Et f «j° , et a tout morphisme / : U' — > U dc Q le foncteur 

(9.6.2) Tm*- (Et f/r o) A ^ (Et f/I7 o) A 

* » . — o — to 

obtenu en composant avec le foncteur image inverse Et f ^jjo — > Et f ,jjio par le morphisme / : U — > 
U° deduit de / ; autrement dit, est la categorie fibree sur Q° deduite de la categorie fibree 
(|7.1.9p par changement de base par le foncteur d'injection canonique Q — > Et/ X . Pour tout U € 
Ob(Q), on note au\ '■ Et f yjjo — y Eq le foncteur canonique (|7.1.6[) . D'apres ([14] VI 12 ; cf. aussi pQ 
1.1.2), on a une equivalence de categories 

(9.6.3) -Eq ^ Hom QO (Q°,^) 

F i-> {U i-> F o am}- 

On identifiera dans la suite F a la section {U n> Foau\} qui lui est associee par cette equivalence. 

Comme Eq est une sous-categorie topologiquement generatrice de E, le foncteur "faisceau as- 
socie" sur Eq induit un foncteur que Ton note aussi 

(9.6.4) E Q -> E, F i— > F a . 

Soient F = {W i-> GV} (W G Ob(Et /x )) unobjet deE (ITXTll . F Q = {U ^ G^} (f7 G Ob(Q)) 
l'objet de Eq obtenu en restreignant F a Eq. II resulte aussitot de ([5] II 3.0.4) et de la definition 
du foncteur "faisceau associe" ([5] II 3.4) qu'on a un isomorphisme canonique de E 

(9.6.5) Fq ^ F a . 

Remarque 9.7. Soit F = {U M> Fy} un prefaisceau sur Eq. Pour chaque U G Ob(Q), notons Ffi 
le faisceau de C/ f6t associe a Fjj- Alors {[/ i-> E^} est un prefaisceau sur Eq et on a un morphisme 
canonique {U Fjj} — > {U M> Fjj} de -Eq, induisant un isomorphisme entre les faisceaux associes. 
Cette assertion ne resulte pas directement de ((4] 5.15) puisque Q n'est pas stable par produits 
fibres. La preuve est toutefois similaire. Le seul point a verifier est l'isomorphisme ([4] (5.15.3)). 
Soient G — {W h4 G w } (W G Ob(Et/ x )) un objet de E, Gq = {U ^ G v } (U 6 Ob(Q)) l'objet 
de Eq obtenu en restreignant G a Eq. Pour tout U <E Ob(Q), Gjj est un faisceau de U° i6t (|7.2.2p . 
Par suite, l'application 

(9.7.1) Homg Q ({C7 ^ Fg}, {U ^ G v }) -> Hom gq ({[/ ^ F^}, {U ^ G v }) 

induite par le morphisme canonique {U i— > E[/} — > {E ^> E^} est un isomorphisme. L'assertion 
s'ensuit. 

9.8. Soient x un point geometrique de X au-dessus de s, X' le localise strict de X en x. On note 
j' : X'° — > X' l'injection canonique et g, g et h' les fleches canoniques du diagramme cartesien 
suivant 

(9.8.1) X' — 9 -^-X 

h' □ ft 
X'-^X 
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En vertu de 13.71 X est normal et strictement local (et en particulier integre) . On designe par E' 
(resp. E') le site (resp. topos) de Faltings associe au morphisme H' o j'—, : X — > X' (|7.2p et par 
38 l'anneau de E' associe a X (|7.17|) . On note 

(9.8.2) a':E' -+ X'- t , 

(9.8.3) p': X' 6t x x , t X'° t E' , 
les morphismes canoniques f|7.3.3[) et (|7.6.2I) . respectivement, et 

(9.8.4) $: (E',W') -> (E,W) 

le morphisme de topos anneles deduit de g par fonctorialite (|7.20p . D'apres l7.231 l'homomorphisme 
canonique $ _1 (^) — ¥ S3 est un isomorphisme. On designe par E' s le sous-topos ferme de E' 
complementaire de l'ouvert cr'*{X'), par 

(9.8.5) S':E' S ^E' 
le plongement canonique et par 

(9.8.6) $ s : E' s -> £ s 

le morphisme de topos induit par $ (|8.11.8p . Pour tout entier n > 0, on pose 

(9.8.7) W n = W'/ P n W, 
et on note 

(9.8.8) $„: (E' s ,W' n ) ^ (E Sl W n ) 

le morphisme de topos anneles induit par $ (|8. 1 1 . 1 1|) . 
On designe par 

(9.8.9) ipz-.E^Xfl 

le foncteur (17.8.41) . On rappelle que la donnee d'un voisinage du point de Xet associe a x dans le 
site Et/x (resp. P (|9.3p , resp. Q (19. 5p ) est equivalente a la donnee d'un X-schema etale x-pointe 
(resp. de P, resp. de Q) ([5J IV 6.8.2). Ces objets torment naturellement une categorie cofiltrante, 
que l'on note <Ex (resp. S^(P), resp. €^(Q)). Les categories (£^{P) et <£z(Q) sont U-petites, et 
les foncteurs d'injection canoniques Q — ► P — >■ Et induisent des foncteurs pleinement fideles et 
cofinaux €^(Q) — > S»(P) —> <£x- Pour tout i7 € Ob((£^), on designe par 

(9.8.10) tu:X'°^U 

le morphisme canonique. D'apres (|7.8.6p . comme X est integre (|3.7p . on a un isomorphisme 
canonique 

(9.8.11) Urn (ty)^^)^^!), 



ou est le faisceau de U {6t defini dans (|7. 10.3[> . On peut evidemment remplacer dans la limite 
ci-dessus (S^- par <£^(P) ou C^-(Q). 
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9.9. Conservons les hypotheses de (|9.8|) . soient de plus y un point geometrique de X , u: y X 
un X-morphisme, (y ~-> x) le point de Xx it defini par u (|7.6|) . On note aussi (abusivement) 
x le point ferme de X', y le point geometrique de X defini par le morphisme v: y — > X induit 
par u, et (y ~> x) le point de X' 6t Xx' defini par v. Les points p(y ~~> x) et ~-+ x)) de 

£7 sont alors canoniquement isomorphes (j4] 10.16). L'homomorphisme canonique <^~ 1 (8S) — > 89 
etant un isomorphisme (|7.23[) . il induit un isomorphisme 



(9.9.1) #p®~s) 



On designe par B^^'o _^ le topos classifiant du groupe profini tti(X ,y) {X etant integre) 
et par 

(9-9.2) uy: XI 4 B wi(3r . j5) 

le foncteur fibre de X f ^ t en y (|2.10.3p . Pour tout [/ e Ob(2;^), on note aussi (abusivement) y le 
point geometrique de U defini par le morphisme tjjov. y — > U (|9.8.10p . Comme U est localement 
irreductible (|3.3I) , il est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. Notons U 
la composante irreductible de U contenant y. De meme, U est la somme des schemas induits sur 
ses composantes irreductibles et U = U Xx X° est la composante irreductible de U contenant 
y. Le morphisme tjj se factorise done a travers U . On designe par B^jj/o _^ le topos classifiant 

du groupe profini tti(Z7 , y) et par i?^ la ^^-algebre de definie dans (|7.13.2[) . 

On deduit de (|9.8.11|) et f|7. 15. If) un isomorphisme de <£^-algebres de B^^'o , 

(9.9.3) lim R% ^ Vy(^ T (Wj). 

Par suite, pour tout entier n > 0, on a des isomorphismes canoniques d'anneaux de B.-^'o 

(9.9.4) lim %lv n % ^ ^(fe(In)). 

uee— 

D'apres ([4] 10.30 et 9.8), l'anneau sous-jacent a i^y(cp-(8§)) est canoniquement isomorphe a la fibre 
8§ p (y~^x) -i e t de meme pour 8B n 

Proposition 9.10. Soit (y x) un point de X^ Xx 6t X 6t tel que x soit au-dessus de s. Alors : 

(i) La fibre 8$ p /y~*x) de 8£ en p(y x) est un anneau normal et strictement local. 

(ii) La fibre h{0^)^ de h{ffjA en x est un anneau normal et strictement local. 

(iii) L 'homomorphisme 

(9.10.1) K^xh^Piv^) 

induit par l'homomorphisme canonique a~ 1 (h*(&Y)) — > 8$ (]T. 1 7[) est local. 

Reprenons les notations de 19.81 et 
(i) Cela resulte de f9"XT|) et [TTTW i 

deduit par ([5] VIII 5.2) un isomorphisme canonique 

(9.10.2) s,(<? f )^r(I> ? ). 

La proposition s'ensuit en vertu de 13.71 



(ii) D'apres l3.6( le morphisme canonique g 1 (^x) ~~ * ^x' es ^ un i somor pLisme de X 6t . On en 



.-,2 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



(iii) Le diagramme de morphismes de topos 



(9.10.3) 



E' 



E 



XL 



X, 



est commutatif a isomorphisme canonique pres ([5] (10.12.6)). De plus, le diagramme 
(9.10.4) $-i( CT -i(^^)) ^ $-i(^) 



■v'- x (K{0x>)) 



ou c est le morphisme de changement de base relativement au diagramme (|9.8.1| et les autres Heches 
sont les morphismes canoniques, est commutatif. Comme H est entier, c est un isomorphisme ([5] 
VIII 5.6). Par ailleurs, a est un isomorphisme (|3.6[) et b est un isomorphisme (|7.23[) . La proposition 
resulte alors de l7.19f iii). 

Corollaire 9.11. (i) Le topos E s est localement annele par £§ s — 38\E S . 

(ii) Pour tout entier n > 1, a n : {E s ,33 n ) — > (X s ^t, &~x ) (|9.2.9p est un morphisme de topos 
localement anneles. 

Cela resulte de 153 1 19J01 et (0 IV 13.9). 

Proposition 9.12. L'endomorphisme de Frobenius absolu de 83\ est surjectif. 



En vertu de 18.51 18.71 et ([4J 10.39), il suffit de montrer que pour tout point geometrique x de 
X au-dessus de s, l'endomorphisme de Frobenius absolu de £§\ induit un endomorphisme surjectif 
de {33 1 ) . Soient y un point geometrique generique de X , u : y — > X' un X-morphisme, ou X' 
est le localise strict de X en x. Avec les notations de 19.81 et 19.91 on a un isomorphisme canonique 
(19~Q| 



(9.12.1) 



lim %/p%. 



Par fonctorialite de l'isomorphisme (|7.8.6p . celui-ci est compatible aux endomorphismes de Frobe- 
nius absolus de 3§i et R^/pP^j. Pour tout U £ Ob((&jr(P)), l'endomorphisme de Frobenius absolu 
de R^j/pP^jj est surjectif en vertu de 19.41 et ([3] 9.10) ; d'oii la proposition. 



9.13. Soient Y un objet de Q (|9.5p tel que Y s ^ 0, y un point geometrique de Y . Comme Y est 
localement irreductible (|3 . 3[) . il est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. 
On note Y la composante irreductible de Y contenant y. De meme, Y est la somme des schemas 
induits sur ses composantes irreductibles, et Y = Y Xx X° est la composante irreductible de 

Y contenant y. On designe par Ry l'anneau defini dans (|7.13.2p et par R Y son separe complete 
p-adique. On pose (|2.2.1[) 
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et on note 6 Y '■ W(<3?-^ ) — > R Y l'homomorphisme de Fontaine defini dans ([3] (9.3.4)). On pose 

(9.13.2) ^ 2 (Rl) = W(% ¥ )/ker(^) 2 , 

et on note encore Qy. ^(Ry) ~^ &Y l'homomorphisme induit par Qy (9.3.5)). On pose enfin 

(9.13.3) Y W = Spec(R Y ), 

(9.13.4) f V = Spec(^), 

(9.13.5) MY V ) = Spec^aC^-)). 

On observera que Y etant affine, Y v n'est autre que le schema defini dans 1 7. 141 On munit Y v (resp. 



Y ) de la structure logarithmique jM^s (resp. jtfi^s) image inverse de ^x (cf. [3] 5.11) et 
de la structure logarithmique ^f") definie comme suit. Soient Q Y le monoide et qy : Qy — » 
W(^gsr) l'homomorphisme definis dans ([3] 9.6) (notes Q et q dans loc. cit.) en prenant pour 

u l'homomorphisme canoniquc T(Y, Jix) — * T(Y ,^0yv). On desig la structure 

logarithmique sur ^(Y") associee a la structure pre- logarithmique definie par l'homomorphisme 
Qy — > s^2{R Y ) induit par qy. L'homomorphisme 9y induit alors un morphisme ([3] (9.6.4)) 

(9.13.6) iy. (f\jt r ) K 2 (F ¥ ),^ 2(FT) ). 

Le schema logarithmique (^(Y*), •^^(yTp es t fin et sature et iy est une immersion fermee exacte. 

— fo 

En effet, tous les foncteurs fibre de Y f6t etant isomorphes, il suffit de montrer cette assertion dans 



le cas ou y est localise en un point generique de Y, Compte tenu de 19.41 les notations ci-dessus 
correspondent alors a celles introduites dans ([3] 9.11), a 1' exception de -^^ 2 (yV\ qui correspond 
plutot a la structure logarithmique -^'^ ^yy^ dans loc. cit. Mais comme Y est un objet de Q, cette 
derniere est canoniquement isomorphe a la structure logarithmique ^ ^ , Y v-. introduite dans ([3] 
9.12) en vertu de (|3j 9.13) ; d'oii l'assertion (et la notation). 
On pose 

(9.13.7) Tl = Rom^(n x/s (Y) ® ffx(Y) %,(R Y ) 

et on identifie le i? y -module dual a £ _ "x/sOO ®@ x (y) R Y (cf. 12.3ft . On designe par Y zar le topos 

de Zariski de Y , par T Y le module associe a T Y et par T Y le Y -fibre vectoriel associe a son 
dual, autrement dit, (|2.7p 

(9.13.8) Tl = Spec(S^ (C^x/sP) ®e*{Y) %))■ 
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Soient U un ouvert de Zariski de Y , U l'ouvert de s^,{Y ) defini par U. On note ^f Y (U) 
l'ensemble des fleches pointillees qui completent le diagramme 



(9.13.9) 



\u) 



X ' 



{X,Jt~) 



de facon a le laisser commutatif. D'apres ([3] 5.23), le foncteur U i-)- Jzf Y (U) est un T y -torseur de 
y zar . On designe par ,^ Y le i? y -module des fonctions affines sur J<? y (cf. [3] 4.9). Celui-ci s'insere 



dans une suite exacte canonique ((3] (4.9.1)) 



(9.13.10) 







^3) 



0. 



Cette suite induit pour tout entier m > 1, une suite exacte (|4.2.2I) 

(9.13.11) -> S^f 1 ^? ) -> (^|) (r^x/sQO ®tf*(Y) ^f) 



Les i? y -modules (S!?- (J^y)) m eN forment done un systeme inductif filtrant, dont la limite inductive 



(9.13.12) 



f Y = lim SSr(^) 



est naturellement munie d'une structure de i? y -algebre. D'apres ([3] 4.10), le Y -schema 
(9.13.13) L y = Spec(^) 



^2/ 



est naturellement un T y -fibrc principal homogene sur Y qui represente canoniquement Jz? y . O n 



notera que Jz? y , c ^y e ^ L y dependent du choix de la deformation (X, fixee dans 19.1 1 

to _ ^.y 

Le groupe tti(Y , y) agit naturellement a gauche sur les schemas logarithmiques (Y , ^^_-) et 

{s^2{Y V ) 1 •^ s ^ 2 (y ¥ ))i e ^ ^ e rnorphisme iy est 7Ti(F , y)-equi variant (cf. [3] 9.11). Procedant comme 
dans (J3 10.4), on munit T y d'une structure canonique de ^^.--module iti(Y , y )-equivariant 

et Jz? y d'une structure canonique de T y -torseur tti(Y , y)-equivariant (cf. [3] 4.18). D'apres ([3| 
4.21), ces deux structures induisent une structure iii(Y , y)-equivariante sur le module associe 

a J? y , ou, ce qui revient au meme, une action i? y -semidineaire de ni(Y ,y) sur J^ y , telle que 

les morphismes de la suite (|9.13.10p soient Tr±(Y , y)-equivariants. On en deduit une action de 

^.y 



7Ti(Y ,y) sur c (a Y par des automorphismes d'anneaux, compatible avec son action sur R Y . 

Lemme 9.14. Sous les hypotheses de (|9.13p . les actions de tt\(Y ,y) sur ,^ Y et sur "t 
continues pour les topologies p-adiques. 



sont 
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En effet, compte tenu de 17.151 et du fait que tous les foncteurs fibres de Y {6t sont isomorphes 
(|2.10.3p . on peut supposer que y est localise en un point generique de Y. Notons Y — > X l'unique 
morphisme etale qui releve Y — > X ( [19] 18.1.2) et .JZy (resp. ^ Y ) la structure logarithmique sur 



Y (resp. Y) image inverse de (resp. Soient U un ouvert de Zariski de Y , U l'ouvert 

de s^2(Y V ) defini par U. L'ensemble J£ Y (U) est alors canoniquement isomorphe a l'ensemble des 
fieches pointillees qui complement le diagramme 



(9.14.1) 



(U,^ fV \U) 



(Y,^y) 



iy\U 



(U,^ {YV) \U) 



{Y,^y 



de fagon a le laisser commutatif. La i? y -algebre C € Y munie de Taction de 7Ti(Y ° , y) s'identifie done 
a l'algebre de Higgs-Tate associee a (Y, , Y, ^K Y ) dehnie dans ([3] 10.5) fcf. 19. 4p . La proposition 
s'ensuit en vertu de ([3] 12.4). 



9.15. Soient Y un objet de Q (|9.3I1 tel que Y s ^ 0, n un entier > 0. Si A est un anneau et M 
un A-module, on note encore A (resp. M) le faisceau constant de valeur A (resp. M) de Y [6t . Le 
schema Y etant localement irreductible, il est la somme des schemas induits sur ses composantes 
irreductibles. Soient W une composante irreductible de Y , H(W) son groupo'ide fondamental ([4] 
9.9). Compte tenu de !7.15l et ([3] 9.10), le faisceau 3§y\W de W^ t definit un foncteur 



(9.15.1) 

On en deduit un foncteur 
(9.15.2) 



U(W) 



y 

Ens, y i — y R Y . 



U(W) -> Ens, y ^ & Y /p n & Y . 



D'apres 19.141 pour tout point geometrique y de W, ,^ Y /p n ,^ Y est une representation discrete et 
continue de ni(W,y). Par suite, en vertu de ([4] 9.10), le foncteur f|9. 15.2[1 definit un (8§Y,n\W)- 
module &w,n de Wf<st, unique a isomorphisme canonique pres, oii £$y,n — S$y lv n ^Y (I9.2.8p . Par 
descente ([13] II 3.4.4), il existe un ^y.„-module &y,n de Y f6t , unique a isomorphisme canonique 
pres, tel que pour toute composante irreductible W de Y° , on ait ^y in \W = ^w,n- 
La suite exacte (|9.13.10| induit une suite exacte de ^y jrl -modules 

(9.15.3) ->• W Y , n -> ^Y,n -> C^x/siY) ®&x{Y) S^Y.n — > 0. 
Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte (|4.2.2[) 

Les ^y.„-modules (S^ (^V,n))meN forment done un systeme inductif dont la limite inductive 

(9.15.4) = lim S5 (&y tn ) 
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est naturellement munie d'une structure de ^y, n -algebre de Y t6t . On notera que J^V,n et ^y> 
dependent du choix de la deformation (X, fixee dans 19.1 1 

9.16. Soient g : Y —> Z un morphisme de Q tel que Y s ^ 0, y un point geometrique de Y ,z = ~g{y)- 
On rappelle que Y et Z sont sommes des schemas induits sur leurs composantes irreductibles 
(|3.3p . On note Y la composante irreductible de Y contenant y et Z la composante irreductible 
de Z contenant z, de sorte que g(Z ) C Y . On reprend les notations de 19.131 pour Y et pour 
Z. Le morphisme ~g° : Y — >• Z induit un homomorphisme de groupes 7Ti(Y ,y) — » "K\{Z ,z). 
Le morphisme canonique (g°)^J^z) induit un homomorphisme d'anneaux tti(Y ,y)- 

equivariant (|7.15.1|) 



R z — )• i?y, 



(9.16.1) 

,o _ . . —V — Y 

et par suite un morphisme 7Ti(Y , y)-equivariant de schemas ft,: Y — >■ Z . Comme g est etale, 
on a un morphisme canonique ^--lineaire et 7Ti ( Y° , y)-equivariant u: — > /i»(Ty) tel que 

le morphisme adjoint u" : ft*(T^) — > T y soit un isomorphisme. II resulte aussitot des definitions 
(|9.13.9D qu'on a un morphisme canonique w-equivariant et 7Ti(Y , y)-equivariant 

(9.16.2) v. .iff -> 

D'apres ([3] 4.22), le couple (u,v) induit un isomorphisme i?y-lineaire et 7Ti(Y , y)-equivariant 



(9.16.3) 



R 



Y ' 



et par suite, un morphisme i^^-lineaire et m (Y , y)-equivariant 
(9.16.4) &l -+ &l 

qui s'insere dans un diagramme commutatif 



(9.16.5) 



()■ 



i Q X/S (Z) ® Gx (z) R-2 



^.y 



On en deduit un homomorphisme ni(Y , ?/)-equivariant de i?^-algebres 

(9.16.6) «f -> %f|. 
On designe par H(Y °) et H(Z'°) les groupoides fondamentaux de Y ° et Z ° et par 

(9.16.7) 7 : n(F'°) ->n(^°) 

le foncteur induit par le foncteur image inverse Et f ^'o 
note Fy„: II(Y ) — > Ens et -Fz, n : n(Z ) — > Ens les foncteurs associes par ([3] 9.10) aux objets 
<^V,n|Y" ° de Y^ t et ^z,n\z'° de Z^ t , respectivement. Le morphisme (|9.16.4[) induit clairement un 
morphisme de foncteurs 

(9.16.8) Fz, n o~f^F Y ,n. 



Et f yY'° ■ Pour tout entier n > 0, on 
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On en deduit par ([4] 9.10) un morphisme (g°)f 6t (^2,n)-lineaire 

(9-16.9) (r)?et(-^,n) &Y,n, 

et done par adjonction, un morphisme ^^.„-lineaire 

(9-16.10) &Z,n^9t6t*(&r,n)- 

II resulte de (|9.16.5j) que le diagramme 

(9.16.11) 

(T)ttt (9°)m(^Z,n) C^x/siZ) X ffx(Z) {g a )* m {® Z,n) 



> m Y ,n »- &Y, n >- ^ ^X/ S 0O Xff x(Y ) ^Y,n »- 

est commutatif. On en deduit un homomorphisme de (5°)f 6t (^2,n)-a-lgebres 

(9.16.12) 0°)fft(«z,n) -> 

et done par adjonction un homomorphisme de ^2,n _a lgebres 

(9.16.13) Sz,«->Sfft.(Sy,n)- 

9.17. Pour tout entier n > et tout objet F de Q tel que Y" s = 0, on pose 1fy,n — ^Y,n = 0. 
La suite exacte (|9.15.3p vaut encore dans ce cas, puisque 8$y est une if-algebre. Les morphismes 
(|9.16.10p et (|9.16.13p sont alors dermis pour tout morphisme de Q, et ils verifient des relations de 
cocycles du type ([1] (1.1.2.2)). 

9.18. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0, Y un objet de Q. On designe par ^ Y n 
l'extension de ^y jn -modules de Y l6t deduite de &Y,n <|9- 15.3(1 par image inverse par le morphisme 
de multiplication par p r sur £~ 1 Q X / S (Y) ®e x (Y) 3$Y.n, de sorte qu'on a une suite exacte canonique 
de ^y.„-modules 

(9.18.1) -»• ^y, n -> -> r^x/si-Y) ®e x (Y) ~%Y,n -> 0. 

Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte de ^y^-modules (|4.2.2I) 

o -> S^(jrg) _> S^ B (^g) s^jr^/sW ® w ^,«) -»• o. 

Les ^-modules (Sf^J^g)) £ n forment done un systeme inductif dont la limite inductive 
(9-18.2) 42 = 1^S^JJ?£) 

m>0 

est naturellement munie d'une structure de ^y „-algebre de 

Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on a un morphisme J?y in -lineaire canonique 

(9.18.3) < : =4:^=4:2 

qui releve la multiplication par p r ~ r sur £ f^x/sOO ®e x {Y) ^Y,n e t qui etend l'identite sur 5§Y,n 
f|9 . 18 . 1 1) . II induit un homomorphisme de ^y in -algebres 

(9-18.4) 
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9.19. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0, g: Y — } Z un morphisme de Q. Le 
diagramme (|9. 16 . 1 1[) induit un morphisme (g°)j 6t (ii?z,ri)dmeaire 

(9.i9.i) (r)« t (^S)^^S 

qui s'insere dans un diagramme commutatif 
(9.19.2) 



#y,„ Z'^X/sOO *ffx(Y) @Y,n 

On en deduit par adjonction un morphisme .Si^n-lineaire 
(9-19.3) ^fi^^W^g). 
On en deduit aussi un morphisme de (5°)f 6t (^z.„)-algebres 
(9-19.4) (9°)ht{^n)^<% 
et done par adjonction un morphisme de ^z jn -algebres 

(9.19.5) ^ _> (r)mM r ^- 

Les morphismes (|9. 19.31) et (|9. 19.5)) verifient des relations de cocycles du type (PQ (1.1.2.2)). 

Lemme 9.20. Pour tout nombre rationnel r > 0, tout entier n > et tout morphisme g:Y — >■ Z 
de Q, les morphismes f|9. 19. 1[) et (|9.19.4p induisent des isomorphismes 

(9-20.1) & )fet(^£)®(5o fet (S z , n )^r,n ^ K% 

(9-20.2) (ff )f*6t(^)»( r ) ?6t3z ,„)^,n 4 

En effet, le premier isomorphisme resulte du diagramme (|9.19.2p et du fait que le morphisme 
canonique 

(9-20.3) & X/S (Z) (Y) -> ^(Y) 

est un isomorphisme. Le second isomorphisme se deduit du premier. 

9.21. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 0. D'apres l9.19l les correspondances 
(9-21.1) {Y^^J et {y^«g}, (yeOb(Q)), 

definissent des prefaisceaux sur Eq (|9.5.2p de modules et d'algebres, respectivement, relativement 
a l'anneau {Y n> SSy -n \. On pose 

(9.21.2) = 

(9-21.3) tfW = {y^Sf«}«, 

les faisceaux associes dans (|9.6.4p . D'apres (|8 . 1 .8[) et (|9.6.5p . &n est un ^„-module ; on l'appelle 

la SS n -extension de Higgs-Tate d'epaisseur r associee a (/, X, ^V-). De meme, est une i$ n - 
algebre ; on l'appelle la £$ n -algebre de Higgs-Tate d'epaisseur r associee a (/, X , ~4?y). On pose 
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= ^n^, et on les appelle la 3S n -extension de Higgs-Tate et la £§ n -algebre de 
Higgs-Tate, respectivement, associees a (/, X, 

Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, les morphismes (|9.18.3[) induisent un morphisme 
,$§L-lineaire 



(9.21.4) 



r,r' . cp(r) gr(r') 



Les homomorphismes (|9. 18.4[) induisent un homomorphisme de i^ n -algebres 

(9.21.5) a r /:^^^'\ 
Pour tous nombres rationnels r > r' > r" > 0, on a 

/n 01 £\ r.r" r'r" r.r' „j_ r.r" r' ,r" r.r 1 

(9.21.6) a n =a n » o a„» et a„' = a„ o a n ' . 

Proposition 9.22. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 1. Alors : 
(i) Les faisceaux -jfin^ et c &n^ sont des objets de E s . 



(ii) On a une suite exacte localement scindee canonique de SB n -modules ( (|9. 1.311 e£ (|9.2.9p ) 
(9.22.1) W n -»• J^ r) -> ^(r'^/sj °" 

i?ZZe induit pour tout entier m > 1, ime smie exacte de £$ n -modules (|2.7p 
(9.22.2) 



£ri particulier, les SS n -modules (SS (=^n ))meN forment un systeme inductif filtrant. 
(iii) Ok a un isomorphisme canonique de £§ n -algebres 

(9.22.3) < r ) 4 lim Sf (^M). 



(iv) Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, le diagramme 
(9.22.4) ^W n - 



0- 



9T 1 







om tes lignes horizontales sont les suites exactes (|9.22.ip ei /a fleche verticale de droite de- 
signe la multiplication par p r ~ r , est commutatif. De plus, les morphismes a^' r et a^ r sont 
compatibles avec les isomorphismes (|9.22.3I) pour r et r 1 . 



(i) En effet, comme = ^ = pour tout Y € Ob(Q) tel que Y s = 0, on a ,^,Y'\a*(X v ) 

?& r) \o-*(X v ) = en vertu de ([5° III 5.5). 

(ii) On a un isomorphisme canonique (|8.8.4j> 



Mi 



(9.22.5) ^(r^/s,, 



<* 1 (t 1 Sl 1 x/s )® !J - H x) ® n 



Done en vertu de ([4] 5.32 (ii) , 8.9 et 5.15) et (|9.6.5p . cr^(£ /s ^ es ^ ^ e f a i sceau de associe 

au prefaisceau sur Eq defini par la correspondance 

(9.22.6) {F^f^^fyjg^^IyJ, (YeOb(Q)). 
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La suite exacte (|9.22.1j) resulte alors de (|9.18. 1|) et (|9.19.2| puisque le foncteur "faisceau associe" 
est exact (|5j II 4.1). Elle est localement scindee car le ^ n -module 0"*(£ _1 flL ^— ) est localement 
libre de type fini. La suite exacte (|9.22.2[) s'en deduit par (|4.2.2p . 

(iii) On deduit facilement de^7\et ([5J IV 12.10) que pour tout entier m > 0, (J^ r) ) est le 
faisceau associe au prefaisceau 

(9.22.7) {Y^S£ y J&V)}, (Y G Ob(Q)). 

La proposition s'ensuit compte tenu de 19.71 et du fait que le foncteur "faisceau associe" commute 
aux limites inductives ([5] II 4.1). 

(iv) Cela resulte aussitot des preuves de (ii) et (iii). 

9.23. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 1. D'apres 19.221 on a un isomorphisme 
canonique -lineaire 

(9.23.1) Q^ r)/Wn 4 a*(r l ^ n/3n ) ®m n ^ ■ 

La ^„-derivation universelle de correspond via cet isomorphisme a l'unique ^„-derivation 

(9.23.2) : ^ -> vXC^/sJ ®m n < r) 

qui prolonge le morphisme canonique &n — > cr*(£ _1 f2L: ) (|9.22.ip . II resulte de I9.22f iv) que 
pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on a 

(9.23.3) p"'(id ® a r /) ° 4 r) = 4 r ° ° oc r /- 

9.24. Soient Y un objet de Q (|9.5p tel que Y s ^ 0, y un point geometrique de Y° . Reprenons 

les notations de (j9.13[) . Pour tout nombre rationnel r > 0, on designe par ,9^^ l'extension de 
^JJ - 

i? y -modules deduite de & Y ()9.13.10j) par image inverse par le morphisme de multiplication par p r 
sur £ ^V/s(^) ®e x (Y) Ry de sorte qu'on a une suite exacte de i?y-modules 

(9.24.1) R Y -> J^' (r) -> C^x/siY) ®e x (Y) % ->• °- 
Celle-ci induit pour tout entier m > 1, une suite exacte de i? y -modules (|4.2.2[) 

(9.24.2) -> S^ X (Jf W ) -> (J^' (r) ) (C^x/sOO %) -> 0. 

-f?.y -Ry 

En particulier, les i? y -modules (S™ ¥ (^"y )) m eN forment un systeme inductif filtrant dont la 

-Ry 

limite inductive 

(9.24.3) = lim S™ T (J^' (r) ), 

est naturellement munie d'une structure de i? y -algebre. II resulte aussitot de l9.16l que les formations 
de e ^ ^y^ son ^ fonctorielles en la paire (Y,y). 

Comme Y est localement irreductible (I3.3[) . il est la somme des schemas induits sur ses compo- 
santes irreductibles. On note Y la composante irreductible de Y contenant y. De meme, Y est la 

— /o / 

somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles, et Y = Y Xx X° est la composante 
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irreductible de Y contenant y. On note B^y/o _^ le topos classifiant du groupe profini tt\(Y ,y) 
et 

(9-24.4) vy: Y' f ° 6t * B^o m 

le foncteur fibre en y (|2.10.3p . On a alors mi isomorphisme canonique d'anneaux (|7.15.ip 

(9.24.5) Vy(W Y \Y'°) ^R%. 

Comme v-y est exact et qu'il commute aux limites inductives, pour tout entier n > 0, on a des 
isomorphismes canoniques de i?y-modules et de i?y-algebres, respectivement, 

(9.24.6) M^Y,l\Y'°) * &l' [r) /p n ^l' {r \ 

(9.24.7) Vy(^l\Y'°) ^ c 4 Ar) lv nc $f {r) 



Y 

Proposition 9.25. Soient x un point de X au-dessus de s, X' le localise strict de X en x, r 
un nombre rationnel > 0, n un entier > 0. Reprenons les notations de (|9.8p . On a alors des 
isomorphismes canoniques de X f6t 

(9.25.1) lim (ta)k(^g) ^ M c 4 r) ), 

c/ee— (Q)° 

(9.25.2) lim (^)k(^g) ^ V%i^ r) )' 

On notera que la proposition ne resulte pas directement de ([3] 10.37) puisque Q n'est pas stable 
par produits fibres. Mais la preuve est similaire. Ecrivant (|7.2.ip 

(9.25.3) ffM = {U^ C v }, U G Ob(Et /x ), 
on a, en vertu de Q4j 10.35), un isomorphisme canonique fonctoriel 
(9-25.4) lim (tu)^(Cu) ^ ^(< r) ). 

On peut evidemment remplacer IS^ par 2%(Q). Pour tout U G Ob(Q), on a un morphisme cano- 
nique \ — > C(j. Pour demontrer (|9.25.1I1 . il suffit done de montrer que le morphisme induit 

(9-25.5) u: lim (MkC^) ^ Km (tu^Cu) 

J/ee— (Q)° uee—(Q)° 

est un isomorphisme. 

Soient y un point geometrique de X ,4^'- X i&t — » Ens le foncteur fibre associe au point p^ 10 (y) 
de X f6t . Notons encore y le point geometrique tx(y) de X (|9.8. lOjl . de sorte qu'on a une fleche de 

specialisation de h(y) dans x, i.e., (y x) est un point de Xx a X^ t . D'apres ([4] (10.20.4) et 
10.21 (i)), pour qu'un objet (V — > U) de Eq soit sous-jacent a un voisinage de p(y x) dans Eq 
(0 IV 6.8.2), il faut et il suffit qu'il existe un X-morphisme x — > U et un morphisme y — > V qui 
releve le morphisme compose y — > X° U° (|9.8.10p . Pour tout U G Ob(€x), U° est la somme des 



schemas induits sur ses composantes irreductibles (|3.3p . Notons V la composante irreductible de 
U contenant tjj{y) et {Vj)j eJ y le revetement universel normalise de V en tjj{y) fcf. I2.10p . D'apres 
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([5] IV (6.8.4)), on a un diagramme commutatif 
(9.25.6) lim lim ^jp n {Vj) 



lim lim C V {V 3 ) ^(^)) p( -_- ) 



cee- (Q) 



ou la fleche horizontale et la fleche oblique sont des isomorphismes et v est le morphisme canonique ; 
c'est done un isomorphisme. Par ailleurs, ona» = ipy{u) (01 9.8). Comme X est integre (|3.7p et 
que le point py°(y) de X f6t est conservatif, u est un isomorphisme; d'ou l'isomorphisme (|9.25.1j) . 
La preuve de (|9.25.2j) est similaire. 

Corollaire 9.26. Soient (y x) un point de X& Xx it X 6t tel que x soit au-dessus de s, X' le 
localise strict de X enx,n un entier > 0, r un nombre rationnel > 0. Reprenons les notations de 
(|9.8| et ()9.9p . On a a/ors des isomorphismes canoniques de B^^yo 

(9.26.1) Urn «*'( P Vp"^' W 4 ^(</%(^)), 

[/£%(Q) D 

(9.26.2) lim ^ W /P"^' (r) ^ Vy(M^i r) ))- 

c/ee-(Q)° 

Remarques 9.27. Conservons les hypotheses de (|9.26p ; supposons, de plus, n > 1. 

(i) Les isomorphismes (|9.26.ip , (|9.26.2I) et (|9.9.4I1 sont compatibles entre eux. 

(ii) On a un isomorphisme canonique de B^^-^'o _^ 

(9.27.1) lim C^x/siU) ® ex{u) (%/p n %) ^ ^(^(r^/sj))- 

En effet, d'apres (19.22. 5p et ([J 5.32(h), 8.9 et 5.15), ali^OL ) est le faisceau de E 
associe au prefaisceau sur Eq defini par la correspondence 

(9.27.2) {U^C^x/siU)®^)^^}, {U e Ob(Et /x )). 

L'assertion resulte done de (0] 10.37) et (|7.15.ip . 

(iii) L'image de la suite exacte (|9.22.ip par le foncteur compose i^ojjj s'identifie a la limite 
projective sur la categorie C;-(Q)° des suites exactes 

(9.27.3) Rl/ P n Rl ^ {r) /p n ,^ {r) -> C^x/siU) ® ffxl u) (RI/p^Z) -> 
deduites de Q9.24.ip . 

(iv) L'image de l'isomorphisme (|9.22.3p par le foncteur compose VyOip^ s'identifie a l'isomor- 
phisme 



Ft.j 



(9.27 A) lim ^ {r) /p n ^ {r) ^ lim lim S^(^ r) /p n &^ r> ) 



deduit de (|9.24.3|) . La preuve est similaire a celle 19.251 et est laissee au lecteur. 
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9.28. On designe par SB 1'anneau (^ n+ i) neN de Ef° (pTfj) . par 6^ 1'anneau {&x n JneN de 

(a ne pas confondre avec ff-^ (19.1.11) 1 et par £ le ift^-module _ )„ fN de X?. t 

(|9~L3| . On note 

(9.28.1) a: (Sf,t)^(X s N ; t ,^) 

le morphisme de topos anneles induit par les (cr n+ i)„ e N f|9-2.9|) . 

Soit r un nombre rationnel > 0. Pour tous entiers m > n > 1, on a un morphisme £§ m - 
lineaire canonique jFm^ — > &n et un homomorphisme canonique de i§? m -algebres — > ^n r \ 
compatibles avec la suite exacte (|9.22.1[) et l'isomorphisme (|9. 22.3ft et tels que les morphismes 
induits 

(9.28.2) ® Wm W n -> J^ r) et SfW W n -»■ SfM 

soient des isomorphismes. Ces morphismes torment des systemes compatibles lorsque m et n varient, 
de sorte que (J^+jJneN et ( < ^j_i)neN son t des systemes projectifs. On appelle ^-extension de 
Higgs-Tate d'epaisseur r associee a (/, X, ^x), et Ton note &^ r \ le ^-module (^^| 1 ) m gN de 

. On appelle £3-algebre de Higgs-Tate d'epaisseur r associee a (f,X,jK^), et l'on note 
la ^-algebre C^+OmeN de Ef . Ce sont des ^-modules adiques (|6TT6]) . D'apres[Oli), (|6.5.4| et 
(|6.12.ip . la suite exacte (|9.22.1I1 induit une suite exacte de ^-modules 

(9.28.3) 0^Jl^# (r) -^^(^nL -) -»0. 

Comme le <£?x-niodule est localement libre de type flni, le ^"-module <7*(£ _1 nl_ ^) est loca- 

lement libre de type fini et la suite (|9.28.3[) est localement scindee. D'apres (|4.2.2[) . elle induit pour 
tout entier m > 1, une suite exacte de ^-modules 

(9.28.4) -> S™- 1 (# (r) ) -> Sg(# (r) ) -> a*(S^(e _1 Ol -)) -> 0. 

En particulier, les ^"-modules (S™ (,f ' r ')) me n torment un systeme inductif filtrant. D'apres [6. 3f i). 
(|6.12.3D et (|9.22.3|) . on a un isomorphisme canonique de ^-algebres 

(9.28.5) ^ (r) 4 lim SS (# (r) ). 

m>0 

On pose = et ^ = "ifW, et on les appelle la .SS -extension de Higgs-Tate et la SS-algebre 
de Higgs-Tate, respectivement, associees a (/, X, .<^jf ). Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, 

les morphismes (a^' r ) nS N (|9.21.4|) induisent un morphisme de ^"-lineaire 

(9.28.6) a r ' r ': #W #( r '). 

Les homomorphismes (a^' r ) n eN (|9.21 .5[) induisent un homomorphisme de ^-algebres 

(9.28.7) a r ' r ': <# (r) ^^ r '\ 
Pour tous nombres rationnels r > r' > r" > 0, on a 

(9.28.8) a r < r " = a rV " o a r < r ' et a r ' r 
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Les derivations (<i£ r ? 1 ) ne N (|9.23.2|l defmissent un morphisme 

(9.28.9) : ^ -> ^(r 1 ^) %^ (r) = 

qui n'est autre que la ^-derivation universelle de < fff( r ). Elle prolonge le morphisme canonique 

<^{f) — > ex* (f — 0- Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on a 
vs x/s' ~ ~ 

(9.28.10) p r ~ r '(id®a ry )od {r) =d {r ' ] oa ry . 

Remarques 9.29. Soient r un nombre rationnel > 0, n un entier > 1. 

(i) Pour tout entier m > 0, les morphismes canoniques i^n) — > ^ et S™(J^ r )) — > < ^ r ' 

sont injectils. En effet. pour tout entier vn! > m, le morphisme canonique (^n ) — > 

{^n^) est injectil (|9.22.2I) . Comme les limites injectives filtrantes commutent aux limites 

projectives finies dans Ef°, ) —> est injectif. La seconde assertion se deduit de 

la premiere par !6.3f i). 

(ii) On a a*^- 1 ®^ ) = d ( n\^i r) ) C d^^P) (19. 23.21) . Par suite, la derivation d^ est un 
^„-champ de Higgs a coefficients dans cr* (^" 1 S1^- „ ) d'apres ([3] 2.12). 

(hi) On a a*^ 1 ^ -) = (? r )(#M) C J( r )(^ (r) ) (|9-28.9|l . Par suite, la derivation d» est un 

A/ S 1 

^-champ de Higgs a coefficients dans <7*(£ _1 f2l_ ^). 

A/S 1 

Proposition 9.30. Pour tout nombre rationnel r > 0, le foncteur 
(9.30.1) Mod(W) Mod(%f w ), M i-> M ®^ <# (r) 

es£ exaci et fidele ; en particulier, "jfW es£ SS-plat. 

Comme le -module £^/s es ^ localement libre de type hni, la suite exacte (|9.28.3|) est locale- 
mcnt scindee. Un scindage local de cette suite induit, pour tout entier m > 0, un scindage local de 
la suite exacte (|9.28.4|) . On en deduit que S!?(#M) est ^-plat et que l'homomorphisme canonique 

S3 — > c €^ r > admet localement des sections. La proposition s'ensuit compte tenu de (|9.28.5I) . 

10. Calculs cohomologiques 

10.1. Les hypotheses et notations generales de §|H]sont en vigueur dans cette section. On designe, 
de plus, par d = dim(A"/5) la dimension relative de X sur S, par £$ l'anneau {ljS n +i)n,^n de E^° 
(|6.7| et par ff-^ l'anneau (^x„ 

) neN de Xf° zar ou de Xfl t , selon le contexte (cf. et [Hj||) . Pour 

tous entiers i,n > 1, on pose 

(10.1.1) &X/S = ^fix/s) et D^ n/Sn =A*(h^ / sJ. 

On note f^Qi. ^ le <&^-module (£ ~ t £l\ F ) n pN- On a un isomorphisme canonique (16.12.41) 

x/s x ^ x n+1 /s n+1 / 

(10.1.2) r l n^^^ AVe -1 ^-)- 

v ; s x/s y x/s' 

Pour tout entier n > 1, on designe par 

(10.1.3) a n : {E s ,W n ) -»• (X s ,g tl %J 
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le morphisme canonique de topos anneles (|9.2.9|) . par 

(10-1-4) u n : (X sM , ffxj -> (*.,»r. ^xj 

le morphisme canonique de topos anneles (|2.9p et par 

(10.1.5) r„: (£ s ,I n ) -> (X 8 , zar ,%J 
le morphisme compose u n o a n . On note 

(10.1.6) M -> 

(10-1.7) * -> «L r ,^), 

(10.1.8) r:(Ef,i) -> (X S N 1,%), 

les morphismes de topos anneles induit par les (<7 n +i)neNj (u n +i)neN et (Tn+i)neN, respectivement, 
de sorte que f = u o ex. 

On rappelle qu'on a pose =5^ = Spf(^c) Q2.ip . On designe par X le schema formel complete p- 
adique de X. C'est un ^-schema formel de presentation finie ([1] 2.3.15). II est done idyllique (pQ 
2.6.13). On designe par^~ l f2^^ le complete p-adique du ^-module £~ % Q?L^„ = £~ l £l l x / S ®e? x 
(PP 2.5.1). On a un isomorphisme canonique ([T] 2.5.5(h)) 

(10-1.9) ^ A^r 1 ^)- 

On designe par 

(10.1.10) A: (Xf; ar , & ± ) -> (X s , zal , , 
le morphisme defini dans (|8. 10.5[) et par 

(10.1.11) T: (Eg" ,W) -> (X S)Za 

le morphisme compose Aof. Nous utilisons pour les modules la notation T _1 pour designer 1' image 
inverse au sens des faisceaux abeliens et nous reservons la notation T* pour l'image inverse au sens 
des modules ; et de meme pour a et f . Pour tout ^-module de X s zar , on a un isomorphisme 
canonique 

(10.1.12) T*(JT) ^ r*((^/p" +1 ^)„ eN ). 
En particulier, T*(J?) est adique f|6.18[) . 



10.2. Pour tout entier n > 1, le morphisme d'adjonction de X s ^t 
(10.2.1) C^^^a^aUC^/s,)) 
induit un morphisme 0-^ -lineaire 



(10.2.2) ^^x n [s n ^ T n*«(^" lfi k/s„))- 
De meme, compte tenu de (|6.5.3p . le morphisme d'adjonction 

(10.2.3) r 1 ^- - -> ^(^(r 1 ^ -)) 

induit un morphisme ^^-lineaire 

(10.2.4) r 1 ^-^**^- 1 ^)). 



00 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



Ce dernier induit un morphisme (S^-lineaire 

(10.2.5) c 1 ^ -> wtr 1 ^-)). 

On notera que le morphisme adjoint 

(10.2.6) T^r 1 ^)^^^ 1 ^) 

est un isomorphisme d'apres (|10.1.12[) et la remarque suivant (|2.9.5[) . 
On designe par 

(10.2.7) d n : r 1 ^,,/^ R^n*(^n) 

le morphisme ffjr -lineaire de X Sj et compose du morphisme (|10.2.1[) et du morphisme bord de la 
suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte canonique (|9.22.1I) 

(10.2.8) -> ~W n -> & n -»• ^(^Q^-J -> 0. 
On note 

(10.2.9) d: f _1 nl. ^ -»• R 1 ^*^) 

le morphisme ^^.-lineaire de -X^- t compose du morphisme (|10.2.3[) et du morphisme bord de la 
suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte canonique (|9.28.3I) 

(10.2.10) o^J?^ i^CT*^ 1 ^!^) ->o. 

X I S 

Compte tenu de (|6.5.4[) . (|6.5 .5|) et (|6.12.ip . on peut identifier d au morphisme (d n ) n >i- 
On designe par 

(10.2.11) 6: C^x/s* -►B. 1 T„(S) 

le morphisme ^-lineaire de X SjZar compose du morphisme (|10.2.5I) et du morphisme bord de la 
suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte canonique (|9.28.3I) 

(10.2.12) 0^^^#^CT*(C _1 r2l^) ->0. 

X i s 

Proposition 10.3. Soit n un entier > 1. 

(i) II existe un et un unique homomorphisme de -algebres graduees de X nt et 

(10.3.1) A (C^n/sJ -> ©i>oRV n *p„) 

dont la composante en degre un est le morphisme d n (|10.2.7p . De plus, son noyau est annule 

2d 2d + l 

par pp- 1 m-j^ et son conoyau est annule par p p- 1 tn-j^. 

(ii) Pour tout entier i > d + 1 (|10.1j) . RV n *(^ n ) est presque-nul. 

Soit x un point geometrique de X au-dessus de s. On designe par X' le localise strict de X en 
x, par 

(10.3.2) ^:E^x'° 6 t 

le foncteur (|7.8.4I) . par (resp. €^(Q)) la categorie des voisinages du point de Xet associe a x 
dans le site Et/jc (resp. Q (19. 5|) ) et pour tout [7 G Ob((£ s -), par 

(10.3.3) tu-.x' ^!! 
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le morphisme canonique. En vertu de 13. 71 X est normal et strictement local (et en particulier 
integre). D'apres ([3] 10.31), pour tout enticr i > 0, on a un isomorphisme canonique 

(10.3.4) (RV n *(^„))* 4 R l (x' f ° 6t ,^{W n )). 



Comme X est S'-plat, X est integre et non-vide. Soient j3: y —> X un point geometrique 
generique, 

(10.3.5) vy: XI ^ B wi(r . j5) 

le foncteur fibre associe (|2.10.3|) . On note encore y le point geometrique de X et a : y -> J' 
le morphisme induits par (3. On obtient ainsi un point (y ■>*» x) de V^t x^ t X 6t . Pour tout 
E/ G Ob(£^), on note encore y le point geometrique de U defini par le morphisme compose 
tjj o/3 : y — > [/° (|10.3.3p . On observera que y est localise en un point generique de U° ([5] VIII 7.5). 
Comme U est localement irreductible (|3.3I) , il est la somme des schemas induits sur ses composantes 



irreductibles. Notons U la composante irreductible de U contenant y. De meme, U est la somme 
des schemas induits sur ses composantes irreductibles, et U — U Xx X° est la composante 
irreductible de U contenant y. Le morphisme tjj se factorise a travers U . D'apres (|7.8.6p , on a 
un isomorphisme canonique 

(10.3.6) lim (tuy m (Wu) 4 

Celui-ci induit pour tout entier i > 0, un isomorphisme 

(10.3.7) ff(X;° dt ,(^p„))^ lim W((U° l6t ) /V ,o,W^ n ). 

a: 

En effet, si Z est un voisinage etale affine de x dans X, il suffit d'appliquer ([4] 11.10) a la sous- 
categorie pleine de (<Bx) /z formee des schemas affines sur Z. Compte tenu de (|7.15.ip et ([4] (9.7.6)), 
on deduit de ()10.3.4[) et (|10.3.7[) un isomorphisme 

(10.3.8) (RV„»(^„))^ lim H^vr^lT' ,^),^// 1 ^). 

Les isomorphismes (110.3. 4[) et (|10.3.7p sont clairement compatibles aux cup-produits. II en est done 
de meme de (|10.3.8j) . 

D' autre part, on a un isomorphisme canonique ([5] VIII 5.2) 

(10.3.9) (h^h^ r(x',n^jx'), 

ou l'on considere fl^ ~ a gauche comme un faisceau de X s j. t et a droite comme un faisceau de 
X&,. Comme X est integre, on en deduit un isomorphisme ([5] VII 5.8) 

(10.3.10) i^/sjs^ j™* ^fsJP 1 )- 

(i) Soit U un objet de C£s(Q). On notera que les schemas U, U et U sont affines. La suite exacte 
de i?^-representations de tt\{U ,y) 

(10.3.11) o -> %/ P n % -> j^/p"J^ -> r x ^ /s (^) ®^(to (Rl/p n Rl) o 
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deduite de (|9.13.10[) . induit un morphisme ff^ (t/)-lineaire 

(10.3.12) ac/: r i^ n/ _Jf7') -> K\^'\y\%l V n R%\ 

ou Ton considere et fiL, ~ comme des faisceaux de X$f On peut explicitement decrire ce 
morphisme en tenant compte de 19.41 En effet, d'apres ([3] 10.16), on a un diagramme commutatif 

(10.3.13) £-^ n/ _ju') ^ ^RHMu'\yhRl/p n Rl) 



HH7r 1 (F , ^y),r 1 ^(l)/p n r 1 ^(l))^HH7^ 1 (^7 ,0 ,y),^^/p™+^^) 
ou a est induit par le morphisme defini dans (J3J (8.13.2)), b est induit par l'isomorphisme 

(10.3.14) %{l)^p^(R v 

defini dans ([3] 9.18) et c est induit par l'injection canonique p'p^ T R V jj — >• R v v . 

En vertu de ([3] 8.17(i)), il existe un et un unique homomorphisme de ff-^ (t/)-algebres graduees 

(10.3.15) A (C^^JU)) -> ® i > &fa(p",V),C i %{i)/P n C i I$(i)) 

dont la composante en degre un est le morphisme a. Celui-ci est presque-injectif et son conoyau 
est annule par pp- 1 m-^. On en deduit qu'il existe un et un unique homomorphisme de G-jf (U )- 
algebres graduees 

(10.3.16) A (C x fi^ n /s n (y')) -V ® l >oii^7T 1 (u'\y),Rl/ P n Rl) 

dont la composante en degre 1 est au- Une chasse au diagramme (110.3. 13p montre que le noyau 

de (|10.3.16j) est annule par pp^m-^. Comme E?(m(U ,y), R u /p n R u ) est presque-nul pour tout 

i > d+ 1 en vertu de ([3] 8.17(H)), le conoyau de (I10.3.16|) est annule par p p- 1 nv^. 

Par ailleurs, d'apres [9. 27f Hi), l'image de la suite exacte (|10.2.8p par le foncteur VyOtp^ s'identifie 
a la limite inductive sur la categorie <£x(Q)° des suites exactes (|10.3.11|) . On en deduit peniblement 
que la fibre du morphisme d n (|10.2.Tjl en x s'identifie a la limite inductive sur la categorie €^(Q)° 
des morphismes ajj ; d'ou l'existence (et l'unicite) de l'homomorphisme (|10.3.ip compte tenu de 
18.5( H). La fibre de ce dernier en x s'identifie a la limite inductive sur let CcLtc gorie £x(Q)° des 
homomorphismes (|10.3.16p . La proposition s'ensuit puisque les limites inductives filtrantes sont 
exactes. 

(ii) Cela resulte de (|10.3.8p . l83Tu) et ([3| 8.17(H)). 
Corollaire 10.4. (i) II existe un et un unique homomorphisme de 6^-algebres graduees de Xf 6t 

(10.4.1) A (r 1 ^ -) -> ® l >oWcr 1t (W) 

x I s 

dont la composante en degre un est induite par le morphisme d (|10.2.9[) . De plus, son noyau est 

2d 2d+l 

annule par pp- 1 m-^ et son conoyau est annule par p p- 1 nv^. 
(ii) Pour tout entier i > d + 1, YCui,^) est presque-nul. 

Cela resulte de MM EM}) et (j633|) . 
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(i!) 



Proposition 10.5. (i) Pour tous entiers i > 1 et j > 1, le 6^-module R l u*(R? a est annule 

4d + l 

par p p- 1 my. 

(ii) Pour tout entier q > 0, le noyau du morphisme 

(10.5.1) R q r*(W) -> u,{R q a,(W)) 

(d+l)(4d+l) 

induit par la suite spectrale de Cartan-Leray, est annule par p p- 1 my et son conoyau est 

q(4d+l) 

annule par p p- 1 tlly. 

(i) En effet, il resulte de 110. 3f i) et ([5J VII 4.3) que pour tout entier n > 1, les -modules 

4d + l 

R'HntfRVmfA)) sont annules par p p- 1 my. La proposition s'ensuit compte tenu de (|6.5.5j) . 

(ii) On peut clairement se borner au cas ou q > 1. Considerons la suite spectrale de Cartan-Leray 
(0 V 5.4) 

(10.5.2) E l 2 J = R%(Ri& m (W)) => R i+j T*(W), 

et notons (E q )o<i< q la filtration aboutissement sur R 9 t*(*$$). On observera que est le noyau du 

morphisme (|10.5.1D . On sait que est annule par p p- 1 my pour tous i > 1 et j > d'apres (i), 
et qu'il est presque-nul pour tous i > et j > d + 1 en vertu de I10.4f ii) . On en deduit que 

(10.5.3) E«/E? +1 = E^"* 

4d+l 

est annule par p p- 1 my pour tout i > 1 et qu'il est presque-nul pour tout z < g — rf — 1. Par suite, 

(4d + l)(d + l) q 

E^ est annule par p p- 1 my; d'ou la premiere assertion. Par ailleurs, on a Ej^, 9 = E ? ^ 2 , et le 
conoyau du morphisme (110.5. ip s'identifie au conoyau du compose des injections canoniques 

(10.5.4) e^E^.-.^E^. 

4d+l 

Le conoyau de chacune de ces injections est annule par p p- 1 my d'apres (i) ; d'oii la seconde 
assertion. 

Lemme 10.6. Soit .M = (^# n +i)neM un 0^-module de X® zai tel que pour tous entiers m > n > 1, 
soit un -module quasi- coherent sur X n et que le morphisme canonique — > soit 
surjectif. Alors W\ Sf {^) (|10. 1 . 10|1 est nul pour tout entier i > 1. 



En effet, d'apres ([5] V 5.1), R l A*(^#) est le faisceau associe au prefaisceau sur X SjZar qui a tout 
ouvert de Zariski U de X s , associe le €?-^(C/)-module H*(A*(J7), En vertu de I6.11[ on a une 
suite exacte canonique 

(10.6.1) -> R x lim W~ x {JJ^Mnj -> H l (A*(£/),^) ->• lim H l (J7,^„) -> 0. 



On identifie dans la suite les sites de Zariski de X s et Xi (18. 9p . Soit J7 un ouvert amne de JCi. 
Pour tout entier n>l,U determine un ouvert affine de X n ([16] 2.3.5). Par suite, rP(J7, ^# n ) = 
et pour tous entiers m > n > 1, le morphisme canonique 

(10.6.2) H°(C/,^r m ) -> H°(r/,„# n ) 

est surjectif, de sorte que le systeme projectif de groupes abeliens (H°(U, .^n+i))neN verifie la 
condition de Mittag-Leffler. On en deduit que IP(A* (£/), ^f) = Q21J 1.15 et [53] 3.1). La propo- 
sition s'ensuit puisque les ouverts afhnes de X\ forment une famille topologiquement generatrice 
du site de Zariski de X\ 
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Proposition 10.7. Pour tout entier j > 0, posons ctj — ( d + 1 +j)(^+ 1 )+ 6d + 1 _ Alors : 

(i) Pour tous entiers i>letj>0,le 6^-module R 1 A*(R j t*(^)) est annule par p ai m^. 

(ii) Pour tout entier q > 0, le noyau et le conoyau du morphisme 

(10.7.1) R«T.(S)->A,(R«f,(^)) 

induit par la suite spectrale de Cartan-Leray (jlO.l.lip , soni annules par p^j=o aj m-j^. 

(i) En effet, en vertu de !10.4f i). on a un morphisme if^-lineaire de -X"^° ar 

(10.7.2) C j nL^^u*(R j a*(W)), 

x j s 

2d 4d + l 

dont le noyau est annule par pp- 1 nv^- et le conoyau est annule par p p- 1 m-^. On en deduit, compte 

6d+l 

tenu de I10.6[ que R 1 A*(m*(R : '(t*(^'))) est annule par p p- 1 m-^. Par ailleurs, d'apres fl0.5ir ii) . on a 
un morphisme ^^.-lineaire 

(10.7.3) R ] t(W) -»• u,{R j a,(W)) 

(d + l)(4d + l) j(4d + l) 

dont le noyau est annule par p p- 1 et le conoyau est annule par p p- 1 m-^. La proposition 

s'ensuit. 

(ii) La preuve est similaire a celle de ll0.5f iiV On peut clairement supposer q > 1. Considerons 
la suite spectrale de Cartan-Leray 

(10.7.4) E 2 J = R 4 A„(R J f*(Jr)) =► R i+J T,(#), 

et notons (E?)o<i< g la filtration aboutissement sur R 9 T*(<S?). On observera que Ef est le noyau 
du morphisme (|10.7.1[) . D'apres (i), E^ est annule par p aj m-j^- pour tous i > 1 et j > 0. II en est 
alors de meme de 

(10.7.5) E|/E? +1 = E^ 

pour tout i > 1. Done E* est annule par p^j=o aj m-j^. Par ailleurs, on a Ej^ 9 = E^ 2 , et le conoyau 
du morphisme (|10.7.1I) s'identifie au conoyau du compose des injections canoniques 

(10.7.6) e£* 2 ->E&->...->E°". 

Pour tout entier m tel que 2 < to < 3 + 1, le conoyau de l'injection canonique — > E^ 9 est 
annule par p Q<! ~ m+1 rrv^ d'apres (i) ; d'ou la proposition. 

Corollaire 10.8. II existe un et un unique isomorphisme de (?xl^]-algebres graduees (|5.13.2| 

(10.8.1) A (r^W-D 4 ©oo^T. (#)[-] 

' p p 

rfoni Za composante en degre un est le morphisme 8 (g>z p Q p (|10.2.1ip . 

En effet, l'homomorphisme (|10.4.1[) induit un homomorphisme de ^-algebres graduees 

(10.8.2) A {C^x/y) -> © l >oA»(w*(R i 1 7 >t (^))) 

dont le noyau et le conoyau sont rig-nuls d'apres flO. 4f i) (cf. 15.1 3|> . Par ailleurs, les morphismes 

(10.8.3) ©,> WT^W) ->• ® i > X*(R i f4W)) -> © 2 >oA»(ii*(R l CT*(^))) 
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induits par les suites spectrales de Cartan-Leray, sont des homomorphismes de ^-algebres gra- 
duees (cf. [TB] 0.12.2.6), dont les noyaux et conoyaux sont rig-nuls en vertu de ll0.5f ii) et [TUTT^ii) . 
On obtient l'isomorphisme (|10.8.ip recherche en appliquant le foncteur — ®z Q p . 

Lemme 10.9. Soient ^# un 0%-module localement libre de type fini, q un entier > 0. Pour tout 
entier n> 1, posons ./#„ = ®o x et = (./# n +i)neN que Von considere aussi comme un 

faisceau de Xf 6t VII 2 c)). On a alors un isomorphisme canonique 

(10.9.1) R a T,(S?) ^ R q T*(a*(^)). 

En effet, on a un isomorphisme canonique u*(^#) ^> Par ailleurs, en vertu de (pQ 2.8.5), on 
a un isomorphisme canonique ^# ^ A*(^). Le morphisme d'adjonction ^# — > <7*(tT*(^#)) induit 
alors un morphisme ^-lineaire 

(10.9.2) .# ->■ T. (**(.#)). 
On en deduit par cup-produit un morphisme ^--lineaire 

(10.9.3) M® ex R 9 T»(H) ->• R 9 T*(ct*(^)). 

Pour voir que c'est un isomorphisme, on peut se ramener au cas ou ^# = Gy_ (la question etant 
locale pour la topologie de Zariski de X), auquel cas l'assertion est immediate. 

10.10. D'apres ([2D] I 4.3.1.7), la suite exacte canonique (|9.28.3p 

(10.10.1) 0^^^#^ct*(C _1 ^-) ^0 

X i s 

induit, pour tout entier m > 1, une suite exacte (|2.7p 

(10.10.2) o -> s™- x (#) -> sg(#) -> ^(s^cr 1 ^)) -► o. 

On munit S™(J^) de la filtration decroissante exhaustive (S™ _l (j£"))ieN- On a alors une suite exacte 

m m 

canonique 

(10.10.3) -> ^(S^Cr 1 ^)) -> S|(#)/S|~ 2 (#) -> ^(S^Cr 1 ^)) o. 
Pour tous entiers i et j, posons 

(10.10.4) = R i+J ' T* (o-* (S^t (£ _1 nL - ))) , 
et notons 

(10.10.5) dl J : Ei' J ' -> El +lj 

le morphisme induit par la suite exacte (|10.10.3|) . D'apres 110.91 on a un isomorphisme ^-lineaire 
canonique 

(10.10.6) S- l (C 1 &x/.5») ®<r* R' +J T,(^) ^ Ei J . 
On en deduit, compte tenu de 110.81 un isomorphisme 

(10.10.7) S-^r 1 ^^]) O^i] A^Cr 1 ^^]) ^ E«[i]. 
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Proposition 10.11. On a un diagramme commutatif 

(io.n.1) s-^r 1 ^./^]) A'+^r 1 ^/^]) 



dl' 3 <8»z p 



E 



om es£ /a restriction de la 0x[^]-derivation de 



(10.11.2) 



definie dans f|4. 1 . 1[) relativement au morphisme identique de £ ^x/Ap\> e ^ l e $ fl&ches horizontales 
sont les isomorphismes (|10.10.7p . 

En effet, en vertu de l4.7l et compte tenu du morphisme (110.2. 5[) . on a un diagramme commutatif 



(10.11.3) 



a<g)id 
id®U 

jR'WT^I) 



■ Ef 1J 



ou a est la restriction a S '(£ 1 ^x/.y) de ^ a ^-derivation de S(£ 1 ^x/.y) A(R T*(i?)) 
definie dans (|4. 1 . 1[) relativement au morphisme 8 (|10.2.11[) . U est le cup-produit de la ^--algebre 
©i>oR l T*(^?) et les fleches horizontales sont les isomorphismes (|10.10.6p . La proposition s'ensuit. 

Proposition 10.12. Soit m un entier > 1. Alors : 
(i) Le morphisme 



(10.12.1) 



.1 



"MS?" 1 (JP))H -^T»(S?(Jf))[- 



induit par (|10.10.2|) es£ isomorphisme. 
(ii) Pour tout entier q > 1, /e morphisme 



(10.12.2) 



R'T.(S|(^))[-] 



induit par (jl0.10.2p es£ nuZ. 
Pour tous entiers i et j, on pose (|10.10.4|) 



(10.12.3) 

On designe par 
(10.12.4) 



El" 




' mj+m si ; o. 

si i < 0. 



m E^ =► R^'T^Sf (JT)) 
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la suite spectrale d'hypercohomologie du ^-module nitre S™(J£") (110.10.21) . dont les differentielles 
m d l { 3 sont donnees par (|10.10.5[) 

(10.12.5) -?-n :;<s 

Pour tout entier q > 0, notons ( m E|)j E z la filtration aboutissement sur R 9 T*(S!?(J£")), de sorte 
que l'on a 

(10.12.6) m E^ = m Ef/ m Ef +1 . 
On a alors 

(10.12.7) mEH I R?T * (S i (#)) SH -°' 

I si i > m + 1 , 

et m E^, 9 C m E°' 9 . On deduit que l'image du morphisme canoniquc 

(10.12.8) R"T,(S^- 1 (#)) R«T*(SI|(#)) 

est m Ef , et son conoyau est m E^'. 

Par ailleurs, il resulte de 110.111 et 14.11 que pour tous entiers i et g verifiant l'une des deux 
conditions suivantes : 

(i) q = et i < m, 

(ii) q > 1 et i > 1, 
on a 

(10.12.9) m E^- i [l] = m Er- i [-] = 0. 
La proposition s'ensuit. 

Proposition 10.13. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0. Alors : 

(i) Pour tout entier n > 1, I'homomorphisme canonique (|9.21.3j) 

(10.13.1) % B ->0n.(*3 r) ) 

es£ presque-injectif. Notons son conoyau. 

(ii) existe un nombre rationnel a > tel que pour tout entier n > 1, le morphisme 

(10.13.2) 3tf*p ->• ^ r '> 

induit par I'homomorphisme a 7 ^ r : — » ^i 1 * (|9.21.5p soi£ annule par p a . 
(ii) i7 existe un nombre rationnel (3 > tel que pour tous entiers n,q > 1, /e morphisme 
canonique 

(10.13.3) R'ov* (**•>) -> RV m (^ r ')) 
soit annule par pP . 

Soient n et q deux entiers tels que n > 1 et q > 0, x un point geometrique de X au-dessus de s. 
On designe par X' le localise strict de X en x, par 

(10.13.4) tpz-.E^Xfl 
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le foncteur (|7.8.4[) . par (Ex (resp. <£x(Q)) la categorie des voisinages du point de X&t associe a x 
dans le site Et/x (resp. Q f|9 . 5|) ) et pour tout U <E Ob((£^-), par 

(10.13.5) tu:H'° 

le morphisme canonique. En vertu de 13. 71 X est normal et strictement local (et en particulier 
integre). D'apres ([4] 10.31), on a un isomorphisme canonique 

(10.13.6) {Wo n M r) )h * H q (x' f l^« r) ))- 

Comme X est iS-plat, X est integre et non-vide. Soient j3:y^X un point generique 
geometrique, 

(10-13.7) Vy-.x'tl^B^o^ 

le foncteur fibre associe (|2.10.3I) . On note encore y le point geometrique de X° et a: y — > X' 
le morphisme induits par j3. On obtient ainsi un point (y x) de X& t x x 6t X 6t . Pour tout 
U G Ob(£-), on note encore y le point geometrique de U defini par le morphisme compose 
tjj °P ■ V — > U (|10.13.5p . On observera que y est localise en un point generique de U° Q5J VIII 7.5). 
Comme U est localement irreductible (|3 . 3|) , il est la somme des schemas induits sur ses composantes 
irreductibles. Notons U la composante irreductible de U contenant y. De meme, U est la somme 
des schemas induits sur ses composantes irreductibles, et U = U Xj X° est la composante 
irreductible de U contenant y. Le morphisme tjj se factorise a travers U . D'apres ()9.26.1I) . on a 
un isomorphisme canonique de ^ ni (x'° y) 

(10.13.8) lim V*>W/p"<4'V 4 VidM^))- 

En vertu de ([3] 11.10 et (9.7.6)), celui-ci induit un isomorphisme 

(10.13.9) H«(r f ft,^W))^ lim W^ 1 {u'\y)^/ r) /p n ^/ r) ). 

On deduit de f| 10 . 13.61) et (I10.13.9p un isomorphisme 

(10.13.10) (RV„*(Ki r) )k^ lim W^ l {u'\y)^4' {r) lp n ^ r) ). 

D'autre part, on demontre, comme pour (|10.3.10p . qu'on a un isomorphisme canonique 

(10.13.11) i&x n h^ to" ff xju'), 

ou l'on considere 6-^ a gauche comme un faisceau de X s ^ t et a droite comme un faisceau de X&. 

La fibre du morphisme (jl0.13.ip en x s'identifie a la limite inductive sur la categorie 2;^(Q)° du 
morphisme canonique 

(10.13.12) ff x n (u') -> {^ {r) /p n ^ (r) Y l(U '°^. 

Comme les limites inductives filtrantes sont exactes, la proposition resulte alors de ([3] 12.7), 
compte tenu de 19.41 et de la preuve de 19.141 

Corollaire 10.14. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r > r 1 > 0. Alors : 
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(i) L 'homomorphisme canonique de Xf^ t f|9 . 28[) 

(10.14.1) ^.-><7»(<^ r) ) 

est presque-injectif. Notons Jtf 3 ^ son conoyau. 

(ii) II existe un nombre rationnel a > tel que le morphisme 

(10.14.2) jr (r ) -)• J# ,(r ' ) 

induit par I 'homomorphisme canonique a r,r : %?( r ) — > %?( r ' (I9.28.7p soi£ annule par p a . 

(iii) // existe un nombre rationnel f3 > tel que pour tout entier q > 1, /e morphisme canonique 

(10.14.3) R^.C^W) -> R 9 ^^')) 
soii annule par p° . 

Cela resulte de MUM WM} ) et <[533]l . 

Lemme 10.15. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0. Alors : 

(i) L 'homomorphisme canonique de -X"!^ zar (|9.28.1[) 

(10.15.1) 0%->T,(& r) ) 

est presque-injectif. Notons son conoyau. 

(ii) existe un nombre rationnel a > tel que le morphisme 

(10.15.2) jr (r) ^jr (r,) 

induit par I 'homomorphisme canonique cY' r ' : <^( r ) ->• ^ r ') (|9.28.7| soit annule par p . 

(iii) Pour tout entier q > 1, il existe un nombre rationnel (3 > tel que le morphisme canonique 

(10.15.3) R 9 r*(%f w ) ->• R g f*(# r,) ) 
soii annule par p@ . 

Reprenons les notations de 110.141 de plus, notons ,jY^ et les noyaux des morphismes 

P0.14.ip et J10.15.1P . respectivement. 

(i) Comme ./#( r ) = u*(j^^), la proposition resulte de 110. 14f i^ . 

(ii) Comme R 1 it^(^,) = d'apres (|6.5.5p et ([5] VII 4.3), on a une suite exacte 

(10.15.4) -4 R 1 ^^ (r) ) -> JT (r) -> 

La proposition resulte alors de 110. 14f iV(ii). 

(iii) Considerons la suite spectrale de Cartan-Leray 

(10.15.5) = R^»(R^(%fM)) =► R i+J 'f*(^ (r) ), 

et notons ( r E*)o<i< g la filtration aboutissement sur R q n(^), de sorte que Ton a 

(10.15.6) r nrn+i = r E^-*. 

Pour tout entier < i < q + 1, posons = r' + (q + 1 — i)(r — r')/(q + 1). D'apres [10.14f iii). pour 
tout entier < i < q — 1, il existe un nombre rationnel /3j > tel que le morphisme canonique 

(10.15.7) r 'E£ ,-< -y r '+ 1 E 4 /"' i 
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soit annule par p l3i . II en est alors de meme du morphisme ri E^ 1 — > ri+1 E^ \ Par ailleurs, 
H q u*(ff-A) — d'apres (16 . 5 .51) et (IS] VII 4.3). On en deduit que le morphisme canonique 

(10.15.8) Wu^ij*^^)) -> R q u*{J& {r,) ) 

est presque-injectif d'apres riO-Mf i - ). Par suite, en vertu de 110.14^ 11) . il existe un nombre rationnel 
/3 q > tel que le morphisme canonique 

(10.15.9) r "Ef -> r "+ 1 E|'° 

soit annule par jA. II en est alors de meme du morphisme r<! E^ -> r<! + 1 E^ . La proposition 
s'ensuit en prenant j3 = J2i=o 

Proposition 10.16. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0. Alors : 

(i) L 'homomorphisme canonique (|9.28.ip 

(10.16.1) ^->T»(^W) 

esf injectif. Notons jSfM son conoyau. 

(ii) existe un nombre rationnel a > tel que le morphisme 

(10.16.2) ^ w ^^ (r,) 

induit par I'homomorphisme canonique a r ' r ' : <jf M ->• ^( r ') (|9.28.7P soft anmt/e par p . 

(iii) Pour iou£ entier q > 1, U existe un nombre rationnel f3 > tel que le morphisme canonique 

(10.16.3) R 9 T*(# r) ) -> R«T*(# r ')) 
soii annule par p^ . 

Reprenons les notations de ll0.15( de plus, notons le noyau du morphisme ([10.15.11) . 

(i) Le noyau du morphisme (110.16. 1[) est canoniquement isomorphe a A*(^#^ r - ) ) (llO.l.lOp . II est 
done presque-nul en vertu de H0.15f iK Comme est ^c-plat d'apres IS.lOf iii) (rig-pur dans la 
terminologie de [1] 2.10.1.4), le morphisme (|10.16.1| est injectif. 

(ii) Comme R 1 A*(€^) = d'apres ["10. 61 on a une suite exacte 

(10.16.4) -> RU.G^M) -> JS?M -> A*(JT (r) ). 

La proposition resulte alors de ll0.15f i)-(ii). 

(iii) La preuve est similaire a celle de I10.15f iii) . Considerons la suite spectrale de Cartan-Leray 

(10.16.5) r E^ = R%(R J 'f*C#M)) => R l+J T,(^W), 

et notons ( r E?)o<j< g la filtration aboutissement sur R g T*( < ^ r ')), de sorte que l'on a 

(10.16.6) r E^E? +1 = T&«-\ 

Pour tout entier < i < q + 1, posons r; = r' + (g + 1 — i)(r — r')/(q + 1). D'apres [10. 15f iii). pour 
tout entier 0<i<g— 1, il existe un nombre rationnel /3j > tel que le morphisme canonique 

(10.16.7) ''-E^~ 4 r «+*Ej 9_< 

soit annule par p ,3i . II en est alors de meme du morphisme ri E^~ l — > ri+1 E^~\ Par ailleurs, 
R <? u*(^ F ) = d'apres [10.61 On en deduit que le morphisme canonique 

(10.16.8) R 9 A*(f*(<^ r '))) R«A»pf ( r ')) 
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est presque-injectif d'apres ["10.15f i). Par suite, en vertu de I10.15f ii). il existe un nombre rationnel 
/3q > tel que le morphisme canonique 

(10.16.9) r "Ef -> r '+ 1 E^° 

soit annule par p^ q . II en est alors de meme du morphisme r9 E^ —¥ r<!+1 E^ . La proposition 
s'ensuit en prenant f3 = Y)J—q Pi- 

Corollaire 10.17. Soient r, r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0. 

(i) L 'homomorphisme canonique 

(10.17.1) u r : X [-] -¥ T,(SfW)[-l 

P P 

admet (en tant que morphisme & x[j\-lineaire) un inverse d gauche canonique 

(10.17.2) v r ; T*(<«fW)[~] -> ff x {-\. 

p p 

(ii) Le compose 

(10.173) T,{^)[-] A X [1] ^ T„(tf< r '>)[i] 

P P P 

est I'homomorphisme canonique. 

(iii) Pour tout entier q > 1, le morphisme canonique 

(10.17.4) R q T^ {r) )[-]^R q T^ r,) )[-] 

P P 

est nul. 

En effet, d'apres llO.lGf iyfii). u r est injectif et il existe un et un unique morphisme €?5e[i]-lmeaire 

(10.17.5) v -y :T ^i^)[-)^ff x [-] 

P P 

tel que u r o v r,r soit I'homomorphisme canonique T*(^ r ))[i] — > T*(&( r ^)[^]. Comme on a 

u r o v r ' r o u r = u r , on en deduit que v r,r est un inverse a gauche de u r . On verifie aussitot 
qu'il ne depend pas de r' ; d'ou les propositions (i) et (ii). La proposition (iii) resulte aussitot de 
llOTW iii). 

Corollaire 10.18. L'homomorphisme canonique 



(10.18.1) -> lira T^ {r) )[-] 



v — > V 

r-£Q>0 



est un isomorphisme, et pour tout entier q>l, 
(10.18.2) lira R 9 T*(^ r ))[-] =0. 



re® >0 P 



78 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



10.19. Pour tout nombre rationnel r > et tout entier n > 1, on rappelle que la ^ n -derivation 
universelle de (|9.23.2p 

(10.19.1) #> : tf« ) ®a. ^ 



est un ^"n-champ de Higgs a coefficients dans cr*(^ ) (I9.29I) . On note ~K.*{^n ,p r d 

A 7l I O -- 



^ n/ sJ 0n note K*(4 r) ,P r rfi r) ) 

le complexe de Dolbeault du ]f n -module de Higgs ( < ^',{ r \p r d i n ) ) ([3] 2.8.2) et K' (^ r) , p r d^ ] ) le 
complexe de Dolbeault augmente 

(10.19.2) W n -> K^VdCr)) _> K^SfW.p^) -> K 2 ^),^^)) 

ou ^ n est place en degre — 1 et la differentielle ^ n — > ^„ est l'honiomorphisme canonique. 
Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on a (|9.23.3I) 

(10.19.3) /(id «8 o£ r ') o d« = o 

ou a^' r : < ^'i r ' ) — »• ^ r est 1'homomorphisme (|9.21.5fl . Par suite, a^ r induit un morphisme 

(10.19.4) v r / : K'{%[ r \ P r d^) K'(^ r '),p r '4 r ')). 

Proposition 10.20. Potir tows nombres rationnels r > r' > 0, il existe un nombre rationnel a > 
tel que pour tous entier s n et q avec n > 1, le morphisme 

(10.20.1) H q K y ): H*(K'(tfW,p p d£>)) -► H*(K*(^ V'^ )) 
soii annule par p a . 

Soient n un entier > 1, x un point geometrique de X au-dessus de s. On designe par X' le 
localise strict de X en x, par 

(10.20.2) ipx:E^X~'° 6t 

le foncteur (j7.8.4[) , par (resp. (£x(Q)) la categorie des voisinages du point de associe a x 
dans le site Et/x (resp. Q (19. 5|) ) et pour tout f7 G Ob((£ s -), par 

(10.20.3) tu-.x' ^!! 

le morphisme canonique. En vertu de 13.71 X est normal et strictement local (et en particulier 
integre). Comme X est S'-plat, X est integre et non-vide. Soient j3: y — > X un point geometrique 
generique, 

(10-20.4) Uy:X'°a^^^(x'\y) 

le foncteur fibre associe (|2.10.3|) . On note encore y le point geometrique de X et a: y — > X' 
le morphisme induit par (3. On obtient ainsi un point (y ~> x) de X^t x x 6t X 6t . Pour tout 
U G Ob(£^), on note encore y le point geometrique de U defini par le morphisme compose 
tu ° ft'- V U (I10.20.3p . On observera que y est localise en un point generique de U ([5j VIII 
7.5). Comme U est localement irreductible (|3.3[) . il est la somme des schemas induits sur ses 
composantes irreductibles. Notons U la composante irreductible de U contenant y. De meme, U 
est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles, et U = U Xx X° est la 
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composante irreductible de U contenant y. Le morphisme tjj se factorise a travers U . D'apres 



(|9.9.4[) et (|9.26.ip . on a des isomorphismes canoniques de 



(10.20.5) lim R V u /p n R V u ^ Vy{v*{@n)), 

(10.20.6) Urn <4 M /p n <4' {r) 4 vy{^{^)). 

c/ee-(Q)° 

Les anneaux sous-jacents a ces representations sont canoniquement isomorphes aux fibres de 3§ n 
et en p(y x) ([4] 10.30 et 9.8). D'autre part, on a des isomorphismes canoniques (|10. 13 . 1 1(1 
et (110.3. 10|1 

(10.20.7) (%>^ l™ ^xju'), 



(10.20.8) (fi^^-J-^ Urn Q^ n/3n (U) 



ou Ton considere 0-^ et fiy ^ a gauche comme des faisceaux de X s .ct et a droite comme 
des faisceaux de Ces modules sont canoniquement isomorphes aux fibres de cr*(^y ) et 

cr* s (nL ) en p(y ~* x) Q4J (10.20.1)). II resulte deEHIque la fibre de la derivation d^ (19.23.2)) 

en p(y ~-> x) s'identifie a la limite inductive sur la categorie €-(Q)° des (R u /p n R u )- derivations 
universelles 

(10.20.9) «*'W/p n ^' W -> C^x/siU) ® ffx{U) « (r) /P n «^' (r) ). 

D'apres [8.51 la famille des points p(y ~» x) de _E S est conservative. Comme les limites inductives 
filtrantes sont exactes, la proposition resulte alors de ([3] 12.3(i)), compte tenu de 19.41 et de la 
preuve de 19.141 

10.21. Pour tout nombre rationnel r > 0, on note encore 

(10.21.1) d {r) : ^ (r) -> T*^ 1 ^/^) %"^ (r) 

la ^-derivation induite par cfW (j9.28.9j) et l'isomorphisme (j!0.2.6|) . que Ton identifie a la £8- 
derivation universelle de "if C'est un ^-champ de Higgs a coefficients dans T*(^ _1 r2^^) (|9.29p . 

On designe par K'(^ r \p r d^) le complexe de Dolbeault du ^-module de Higgs (^ (r) ,p r d (r) ) et 
par K* ( e &( r \ p r d^ ) le complexe de Dolbeault augmente 

(10.21.2) W -> JK (^M,p r d (r) ) -> K 1 (# r \p r dM) -> > K"(^M,p r d (r) ) -»-..., 

ou 3$ est place en degre — 1 et la differentielle 3$ — \ est l'homomorphisme canonique. 
Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, on a (|9.28.10l) 

(10.21.3) p r (id<8>a r ' r ')o$ r) =/rf V) °S r/ , 

ou a ' r ' : "ifM -> <^ r ') est l'homomorphisme (|9.28.7|) . Par suite, a r ' r induit un morphisme de 
complexes 

(10.21.4) u r ' r ' : K"(tfW,p r dW) -> K*0? (r ' ) ,p r 'd (r ' ) ). 
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On note MocIq(^) la categorie des ^-modules de a isogenie pres (|5.2[) . et on designe par 
K Q (^ r \p r d^) et K^(^ r \p r d^) les images des complexes K'{^ r \p r d^) et K'(^ r \p r d^) 

dans Mod Q (^). 

Proposition 10.22. Pour tous nombres rationnels r > r' > et tout entier q, le morphisme 
canonique (|10.21 .4|) 

(10.22.1) K q (i> r /): H q (K' q (^ r \p r d^)) -> H^K^'),/^)) 

Cela resulte de 110.201 et OH). 

Corollaire 10.23. Soient r, r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0. 

(i) Le morphisme canonique 

(10.23.1) u r : Wq -> H (K^(' : /W,p r d (r) )) 
admet un inverse a gauche canonique 

(10.23.2) H (K^>\?/d (r) )) -> # Q . 

(ii) Le compose 

(10.23.3) H°(K^ r \p r ^ r) )) -A ^ Q ^> H° (Kq ( < ^ r '* > , p r d t - r ' ) ) ) 

esi Ze morphisme canonique. 

(iii) Pour icwi entier q > 1, le morphisme canonique 

(10.23.4) H 9 (K^(^W,p r d»)) ->H 9 (K^(# r,) ,p r 'd (r '))) 

En effet, considerons le diagramme commutatif canonique (sans la Heche pointillee) 

(10.23.5) W® —Hi*- H (K^( < ^W,p r dW)) ^ H°(K^(^( r ),p r dW)) 

^ Q R (K q (^ r '\p r 'S r '^) ^ B°(K q (^ r '\p r 'S r 'y)) 

II resulte de 110.221 que u r et par suite u r sont injectifs, et qu'il existe un et un unique morphisme 
v r,r comme ci-dessus tel que w r ' r — u r o v r,r . Comme on a u r o ti r > r o u r = u r , on en deduit 
que v r ' r est un inverse a gauche de u r . On verifie aussitot qu'il ne depend pas de r' ; d'ou les 
propositions (i) et (ii) . La proposition (iii) resulte aussitot de 110.221 

Corollaire 10.24. Le morphisme canonique 

(10.24.1) ~Wq-+ lim U°(K q (^ r \p r d^)) 

reQ >0 

est un isomorphisme, et pour tout entier q>l, 

(10.24.2) lim R q (K Q (^ r \p r d^)) = 0. 

r-eQx) 

Cela resulte de 110.231 
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Remarque 10.25. Les limites inductives filtrantes ne sont pas a priori representables dans la 
categorie ModQ(i§?). 

11. Modules de Dolbeault 

11.1. Les hypotheses et notations generates de §|9]soiit en vigueur dans cette section. On designe, 

de plus, par Mod(J?) la categorie des ^-modules de Ef (J9J8]), par Mod ad (W) (resp. Mod atf (38)) 

la sous-categorie pleine formee des ^-modules adiques (resp. ^-modules adiques de type fini) (|6.16|) 

et par ModQ (M) (resp. ModQ d (]l), resp. Mod^(M)) la categorie des objets de Mod(^) (resp. 

Mod ad (^), resp. Mod atf (^)) a isogenie pres (|5.1.1|) . La categorie ModQ(^) est alors abelienne 
et les foncteurs canoniques 

(11.1.1) ModfffW) -> Mod^(W) -> Mod Q (W) 
sont pleinement fideles. 

On designe par X le ^-schema formel complete p-adique de X et par £,~ 1 ^x/y ^ e com plete 
p-adique du <%-module ^fi* = C^ 1 ^^ ®e x % ( cf - EZQ- 0n note Mod coh (^-) (resp. 
Mod coh (^[i])) la cate gorie des ^-modules (resp. £%[i]-modules) coherents de X s zm - (|5 . 13|) . 

On designe par 

(11.1.2) T:(EF,W)->(X aim ,0 x ) 

le morphisme de topos anneles defini dans (jlO.l.lip . Le foncteur T, induit un foncteur additif et 
exact a gauche que Ton note encore 

(11.1.3) T,: Mod Q (W) -> Mod(^k[-]). 
D'apres [5.1 4\ le foncteur T* induit un foncteur additif que l'on note encore 

(11.1.4) T*: Mod coh (0 x [-}) -+Mod$ i (W). 

p v 

Pour tout ^x[i]-module coherent & et tout ^Q-module §f, on a un homomorphisme canonique 
bifonctoriel 

(11.1.5) Hom^ (i (T*(^) ) ^)^Hom^ [ i ] (^ ) T*(^)), 

qui est injectif d'apres (|5.13.3[) et 15.141 On appelle abusivement V adjoint d'un morphisme 38 
lineaire T*(jF) — > son image par 1' homomorphisme (| 1 1 . 1 . 5|) . 
On note 

(11.1.6) RT»: D+(Mod Q (^)) -> D+(Mod(^[^])), 

(11.1.7) R 9 T»: Mododl) -> Mod(£M-l), (a G N), 

P 

les foncteurs derives droits du foncteur T* (|11.1.3|) . Ces notations n'induisent aucune confusion 

avec celles des foncteurs derives droits du foncteur T* : Mod(^) — > Mod(^j), puisque le foncteur 

de localisation ~M.od(38) — > Modiq>(^) est exact et transforme les objets injectifs en des objets 
injectifs. 
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11.2. Soient ^# un (^-module, JV un ^-module, q un entier > 0. Le morphisme d'adjonction 
j$ — > T*(T*(^#)) et le cup-produit induisent un morphisme bifonctoriel 

(11.2.1) Jt ® ffx R 9 T,(^f) ->R q T*{T*{.£)®^Jf). 

On peut faire les remarques suivantes : 

(i) Pour tout <?%-module le compose 

(11.2.2) ^<g>^ ^' ®^ R 9 T,(^) >-#(g)^ R 9 T*(T*(^")8>^^) 




R g T*(T*(^(g)^ J?) ®£^V) 

des morphismes induits par les morphismes fjl 1 .2. 1|) relatifs a ^# et n'est autre que le 
morphisme (jll.2.1jl relatif a ^# 
(ii) Lorsque q = 0, le morphisme f| 1 1 . 2 . 1[) est le compose 

(11.2.3) ^ <g>^ T t (^) -> T*(T*(.#Cg>^ T t (^))) -> T»(T*(^) ®^ ^), 

ou la premiere fleche est le morphisme d'adjonction et la seconde Heche est induite par le 
morphisme canonique T*(T*(<yf )) — > JV . Son adjoint 

(11.2.4) T*(-<r T t (^)) -f T'^ 

est done induit par le morphisme canonique T*(T*( I y^)) — > <yf / . 

11.3. Soient & un ^[ij-module coherent, Sf un ^Q-module, q un entier > 0. Compte tenu de 
15.141 le morphisme f| 11 . 2 . 1[) induit un morphisme bifonctoriel 

(11.3.1) ^B^riiR'T.tSfJ-^R'T.CT*^)®^ Sf). 

On peut faire les remarques suivantes : 

(i) Soit J£"' un ^[ij-module coherent. II resulte de lll.2f i) que le compose 

(11.3.2) s^jij J?' R<?T*(Sf) J? ®^ t i] R*T*(T*(jr') ®^ Sf) 

^^^T^V ® ^[i] J?') ®^ Sf) 

des morphismes induits par les morphismes (111.3. ip relatifs a & et J?"', n'est autre que le 
morphisme (jll.3.ip relatif a £■ . 

(ii) Soient Jzf un ^[^J-module coherent, u: T*(J?) — > Sf un morphisme ^Q-lineaire, v: Jff — > 
T*(Sf) le morphisme adjoint (jll.1.51) . II resulte alors de lll.2f ii) et 15. 141 que le morphisme 

(H.3.3) ^ T*(T%^) 8^ Sf) 

induit par f| 1 1 . 3 . 1[) et u, est 1' adjoint du morphisme 
(11.3.4) T^S^JS?)-^*^)®^ 

induit par u. 
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Lemme 11.4. (i) Soient ^# un &x- module localement libre de type fini, JV un '-module, q un 
entier > 0. Alors le morphisme canonique (|11.2.1[) 



est un isomorphisme. 

(ii) Soient & un ffx[-]-module localement projectif de type fini (|2.8p , Sf un 33^-module, q un 
entier > 0. Alors le morphisme canonique (|11.3.1|) 



est un isomorphisme. 

On se limite a demontrer (ii) ; la preuve de (i) est similaire et plus simple. II existe un recou- 
vrement ouvert de Zariski {Ui)i^i de X tel que pour tout i € /, la restriction de & a (Ui) s soit 
un facteur direct d'un (€^|/7i)[i]-module libre de type fini. Compte tenu de l8.15[ on peut alors se 
borner au cas ou & est un facteur direct d'un ^[ij-module libre de type fini, et meme au cas ou 
& est un ^e[i]-module libre de type fini, auquel cas l'assertion est evidente. 

11.5. On designe par IH(<?2, i#>) la categorie des ^--isogenies de Higgs a coefficients 

dans C -1 ^^/^ (|5.8p et par TH coh (&Xi C~ 1 ^x/y) ^ a s °u s - ca tegorie pleine formee des quadru- 
plets (^#, jY , u, 9) tels que j$ et jV soient des ^-modules coherents. Ce sont des categories 
additives. On note IHq(^j, £~ 1 &x/y) (resp. IHq o1i (<??£, £~ 1 &x/y^ ^ a categorie des objets de 
IH^r 1 ^/^) (resp. TH^iffx^n 1 ^)) a isogenie pres (|5XT|) . 

On sous-entend par ^[ij-module de Higgs a coefficients dans un ^e[^]-module 

de Higgs a coefficients dans (G3 2.8). Dans la suite, on omettra le champ de Higgs 

de la notation d'un module de Higgs lorsqu'on en n'a pas explicitement besoin. On designe par 
MHt^iJi],^ 1 ^^) la categorie des ^[i]-module de Higgs a coefficients dans £,~ 1 Qx/y e ^ 
par MH™ (^[^r^j/y) 1 & sous-categorie pleine formee des modules de Higgs dont le ^at[^]- 
module sous-jacent est coherent. Le foncteur (|5.15.1[) 



(11.4.1) 



Jf®e x R q T*(jV) R 9 T*(T*(„#) &%.JT) 



(11.4.2) 



& ®ff x \L] R 9 T*(?f) R 9 T*(T*(^") (gUj Sf) 



(11.5.1) 



IH(^,r 1 f^) -> MU^xi^^x/y) 

{y$,jY,u,6) h> i-^Qp, (id ® Uq p X ) o 6> Qp ) 



induit un foncteur 
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11.7. Soit r un nombre rationnel > 0. On note encore 

(11.7.1) d (r) : # r) -> T'Cf" 1 ^^) ®^^ (r) 

la ^-derivation induite par $ r ) (j9.28.9j) et 1'isomorphisme (j!0.2.6|) . que Ton identifie a la 
derivation universelle de ^ r >. C'est un ^-champ de Higgs a coefficients dans T*(^ _1 f2^ 
(|9.29p . On designe par S r la categorie des p r -isoconnexions integrables relativement a l'extension 
tf^/W $5JU\i et parlH^T*^ 1 ^/^)) la cate gorie des ^-isogenies de Higgs a coefficients dans 
(|5.8[) . Ce sont deux categories additives. On note Sq (resp. IHq(^, T*^ -1 ^/^))) 

la categorie des objets de S r (resp. IH(^, T*(^ _1 f2^ ,^))) a isogenie pres (|5. 1 . lj) . D'apres f5. 121 et 
I9.29f iii). on a un foncteur naturel 

(n.7.2) E r -+m(3,T*(c- 1 nk/*))- 

En particulier, on peut associer fonctoriellement a tout objet de Sq un complexe de Dolbeault 

dans Mod Q (^) (cf.lO). 
Considerons le foncteur 

(11.7.3) 6 r : Mod(^) ^ S r , Jt ^ (tfto ®^ ®^ ^, id,p r d w <g> id), 
ou est la ^-derivation universelle de (|10.21.ip , et notons encore 

(11.7.4) 6 r : Mod q (W) ^ E r Q 
le foncteur induit. Considerons par ailleurs le foncteur 

(11.7.5) X r : ~ r -> Mod(#), V) >->• ker(V), 
et notons encore 

(11.7.6) JT r : S£-» Mod Q p) 

le foncteur induit. II est clair que le foncteur (|11.7.3I) est un adjoint a gauche du foncteur (|11.7.5j) . 
Par suite, le foncteur (|11.7.4I) est un adjoint a gauche du foncteur (|11.7.6p . 

D'apres [5.121 si JV' , v, 9) est une ^-isogenie de Higgs a coefficients dans 

(11.7.7) (%f (r) ®^ T*(^),^» ®^ T*W), id ®^ T*(v),p r $ r) ® T» + id g> T*(0)) 
est un objet de 5 r . On obtient ainsi un foncteur 

(11.7.8) T r+ : IH(t? x ,C X fr X /^) "> S r . 
D'apres (|1 1 .5.3j) . celui-ci induit un foncteur que l'on note encore 

(H.7.9) T r +: MH-Vs^f 1 ^)^^. 

Soit (^", Sf,u, V) un objet de S r . Compte tenu de lll.4f i). V induit un morphisme ^-lineaire : 
(11.7.10) T*(V) : T*(J?) -> r 1 ^/^ ®<T* T *(^)- 

On deduit facilement de 111.3( 1) que (T*(^), T*(^), T»(u), T*(V)) est une ^-isogenie de Higgs 
l 



a coefficients dans £ a>- On obtient ainsi un foncteur 



(11.7.11) T r + :E r ^m.{ff x ,r 1 ^ 1 
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Le compose des foncteurs (|11.7.11|) et (|11.5.ip induit un foncteur que Ton note encore 

(11.7.12) T!j_ : Hq — » MHt^^.f 1 ^). 

II est clair que le foncteur (|11.7.8|) est un adjoint a gauche du foncteur (jll.7.11|) . On en deduit 
que pour tous J/ € Ob(MH coh (^[±], ^ft^)) et si e Ob(E^), on a un homomorphisme 
canonique bifonctoriel 

(11.7.13) Hom 35 (T r +(^),^) -> Hom^^^^.^j^j;^)), 

qui est injectif d'apres l5.16l et l5"TTl On appelle abusivement V adjoint d'un morphisme ~T r+ (,jV) — > 
de Sq, son image par l'homomorphisme (jll.7.13[) . 

11.8. Soient r, r' deux nombres rationnels tels que r > r' > 0, (j?",5f,w, V) une p r -isoconnexion 
integrable relativement a l'extension j '33. D'apres (|10.21.3[) , il existe un et un unique morphisme 
^-lineairc 

(11.8.1) V: <r>') ® vw & -> T*(r x n^) ®igV^ §f 

tel que pour toutes sections locales a;' de ^ r ' et s de J?, on ait 

(11.8.2) VV s) = p r '$- r '\x') u(s) + a; / ® rfw V(s). 

Le quadruplet ( < ^( r ) ®<^( r) & ' > S?,id it, V) est une p r -isoconnexion integrable 

relativement a l'extension ^ r ) On obtient ainsi un foncteur 

(11.8.3) e r ' r ' : E r -> E r ' . 
Celui-ci induit un foncteur que l'on note encore 

(11.8.4) e^':S^H^'. 

On a un isomorphisme canonique de foncteurs de Mod(^) dans S r (resp. de NLodq(&) dans 



(11.8.5) e r > r o& e r 

^„ ru/A. c— lr. 



Par ailleurs. on a un isomorphisme canonique de foncteurs de IH(^£,£ "t/j^) dans S r (resp. 



de MH^V^^t 1 "^) dans 5^' ) 
(11.8.6) f r ' / oT r+ AT r ' + 
Le diagramme 

(n.8.7) & h ^-rtr 1 ^)®^ 

est clairement commutatif. On en deduit un morphisme canonique de foncteurs de S r dans Mod(^) 
(resp. de Sq dans ModQ^)) 

(11.8.8) Jir r -> JT r ' oe r ' r '. 
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On en deduit aussi un morphisme canonique de foncteurs de dans IH(£%, £ 1 ^x/,y) (resp. de 
E r q dans MH^IfLr 1 ^/^)) 

(11.8.9) T^T^oe^'. 

Pour tout nombre rationnel r" tel r' > r" > 0, on a un isomorphisme canonique de foncteurs 
de S r dans E r (resp. de Sq dans Sq ) 

(11.8.10) e r'y oe r,r' ~. e r.r" 

Remarque 11.9. Sous les hypotheses de (QX8]), {^ r "> ®^ r) ^ r "> ®^ (r) Sf, id ®^ (r) u,p r_r ' V) 

est la p r -isoconnexion integrable relativement a l'extension c &( r > / ' deduite de (jF,5f,u, V) par 
extension des scalaires par a r ' r , definie dans 15.111 Ce decalage s'explique par le fait que l'homo- 
morphisme canonique J7 1 „ — > f2 1 „ s'identifie a 

(11.9.1) p—'id®^': T*^- 1 ^)®-^ ^T^r 1 ^)®-^ . 



Definition 11.10. Soient ^ un objet de Mod^ (^) (JTTTTJ) , </f un ^e[|]-fibre de Higgs a coef- 
ficients dans C -1 ^-/^ (|ll-6p . 

(i) Soit r un nombre rationnel > 0. On dit que ^ et JY sont r-associes s'il existe un isomor- 
phisme de Sq 

(11.10.1) a:T r+ (.yK)4 6 r (^). 

On dit alors aussi que le triplet (^#, JK,a) est r- admissible. 

(ii) On dit que ^# et jY sont associes s'il existe un nombre rationnel r > tel que ^ et JV 
soient r-associes. 

On notera que pour tous nombres rationnels r > r' > 0, si ^# et sont r-associes, ils sont 
r'-associes, compte tenu de (jll.8.5[) et (| 1 1 . 8.6[) . 

Definition 11.11. (i) On appelle -SSq-module de Dolbeault tout objet de ModQ tf pour lequel 
il existe un ^[ij-fibre de Higgs associe, a coefficients dans S, 1 ^^/^- 

(ii) On dit qu'un ^[ij-fibre de Higgs a coefficients dans est soluble s'il admet un 

module de Dolbeault associe. 

On designe par ModQ° lb (^) la sous-categorie pleine de ModQ tf (^) formee des iifQ-modules 
de Dolbeault, et par MH sol (<^e[|], C -1 ^-/^) la sous-categorie pleine de MH((?i[i], £ -1 ^/j?>) 
formee des ^.-[i]-fibres de Higgs solubles a coefficients dans C -1 ^/^- 



Proposition 11.12. Tout £$q-module de Dolbeault est £§q-plat (|5.4p . 

Soient ^ un ^Q-module de Dolbeault, JV un ^[i]-fibre de Higgs a coefficients dans 
r un nombre rationnel > 0, a: T r+ (JV) —> & r (^) un isomorphisme de Sq. Comme le 
module JV est localement libre de type fini, le ''-module T*(JV) ®^ est plat d'apres 

I5.7f iii). On en deduit que ^ est < ^, r ' ) -plat. Par suite, ^ est ^Q-plat en vertu de 15.4.41 
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11.13. Pour tout ^Q-module ^( et tous nombres rationnels r > r' > 0, le morphisme (|11.8.9p et 
l'isomorphisme (| 1 1 . 8 . 5[) induisent un morphisme de MH(^j[i],( _1 Oj,y) 

(11.13.1) T r + {& r {.£)) -> T r l{&\jt)). 

On obtient ainsi un systeme inductif filtrant (T!j_(@ T '(^#))) r gQ >0 . On designe par le foncteur 

(11.13.2) 3HC-. Mod Q (^) ^MH^iH.f 1 ^), Jt i-> Km T;(6 r (^#)). 

Pour tout objet «/f de MHt^fi]^" 1 !!^) et tous nombres rationnels r > r' > 0, le mor- 
phisme (|11.8.8p et l'isomorphisme (jll.8.6[) induisent un morphisme de ModQ(^) 

(11.13.3) je r {T r+ {.jV)) -> ,J(r r '(T r ' + (,yV)). 

On obtient ainsi un systeme inductif filtrant (,J4f r (T r+ (,yV))) r >Q. On rappelle (|10.25p que les limites 
inductivcs filtrantes ne sont pas a priori representables dans la categorie ModQ(^). 

Lemme 11.14. On a un isomorphisms canonique de MH(^^],( -1 OLy) 

(11.14.1) («5k[-],0)4 JT(^ Q ). 

P 

Cela resulte de 110.181 

Lemme 11.15. Soient JY un &x[^;]-fibre de Higgs a coefficients dans Sr 1 ^\/y (|11.6P . r un 
nombre rationnel > 0. On a alors un isomorphisme canonique de MH(^[^], ^~ 1 ^x/sf) 

(11.15.1) 7 r : T;(6 r (f q)) ^> T;(T r +(.^)), 

om Ze membre de gauche est le produit tensoriel des modules de Higgs Q3J 2.8.8). plus, on a les 
proprietes suivantes : 

(i) Le morphisme 

(11.15.2) Jf ^T r + (T r+ (,yY)) 

induit par r y r et le morphisme canonique &x[j;] — > T 7 + (& r (3§Q)), est I 'adjoint du morphisme 
identite de T r+ (,jV) (|!l.7.13|) . 

(ii) Pour tout nombre rationnel r' tel que r > r' > 0, le diagramme 

(11.15.3) T '+(6 r (^Q)) ^-^T;(T r +(^K)) 

^ ® ^ [ij t; (6 1 -' (# Q )) t; (T r '+(^)) 

oil les fleches verticales sont induites par le morphisme (|11.8.9p et par les isomorphismes 
(|11.8.5P et (|11.8.6p . est commutatif. 
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En effet, d'apres ril^f iik on a des isomorphismes canoniques de ^[ij-modules 
(11.15.4) •^®^[i] T »(^ r) ) ^ T *( T *(^)®S Q ^ r) )> 

(n.15.5) r^/^^T^T*^)®^^) 4 T,(T*(r x fii/^ ®^ ^) <*% ^ r) )> 

(11.15.6) r 1 ^/^ ®<r* ^ T*(< } ) 4 T,(T*(r X ^/^ ^) O- 

Le troisieme isomorphisme est induit par les deux premiers d'apres [11.3f i). De plus, compte tenu 
du caractere bifonctoriel de l'isomorphisme (|11.4.2[) . le diagramme 

(11.15.7) jr ® ex{ ^ T,c4 r) ) T*(T*(^K) ®£ q <4 r) ) 



5id+p''id®T*((i' r> ) 



T t (T*(0)®id+p r id(g>(i (T ' :i ) 



t fix/* ®e x Jf ® ffx [±] T*(^q ) *~ T.fT*^- 1 ^/^ (g>^ 2 



ou 9 est le champs de Higgs de jV , est commutatif. On prend alors pour j r (|11.15.ip l'isomorphisme 
(|11.15.4p . La proposition (i) resulte de |11.2f ii) et 15.171 La proposition (ii) est une consequence du 
caractere bifonctoriel de l'isomorphisme (| 1 1 .4.2)) . 

11.16. Soient r un nombre rationnel > 0, (y$,Jf,a) un triplet r-admissible. Pour tout nombre 
rationnel r' tel que < r' < r, on designe par 

(11.16.1) a r ': T r '+(,yV) 4 

l'isomorphisme de Sq induit par e r,r (a) et les isomorphismes (|11.8.5[) et (lll.8.6p . et par 

(11.16.2) /T': ,yY ^T r l{&' {Jt)) 
son adjoint (|11.7.13[) . 

Proposition 11.17. Les hypotheses etant celles de (|11.16p . soient, de plus, r' , r" deux nombres 
rationnels tels que < r" < r' < r. Alors : 

(i) Le morphisme compose 

(11.17.1) JV ^ T r _l{& r '{JZ)) — > Jf{JlS), 

ou la seconde fleche est le morphisme canonique (111.13.21) . est un isomorphisme, independant 
de r' . 

(ii) Le morphisme compose 

(n.17.2) r;(6 r 'M0) — -¥ ^ jr ^ T r "(&'\jt)) 

oil la premiere fleche est le morphisme canonique (|11.13.2p et la deuxieme fleche est l'isomor- 
phisme inverse de (|11.17.1|) . est le morphisme canonique (jll.13.ip . 

(i) Pour tout nombre rationnel < t < r, on designe par 

(11.17.3) 7*: ^ U(6 4 (t Q )) 4 T*.(T*+(^)) 
l'isomorphisme (|11.15.1|) de MH(^[i],^~ 1 fiL^), et par 

(11.17.4) J* : ./K ^^[i] T$.(6*(Sq)) 4 T+(6 t (..#)) 
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le compose T t + (a t ) 07*. Le diagramme 



(11.17.5) J/ T r +(6 r '(k®)) T r ^(& 



Jf® ev m T r + (6 r (#q)) T' + (6 r (. 



ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques (|11.13.1| . est commutatif en vertu de 
I11.15f ii), Les isoniorphismes (<r)o<t< r induisent par passage a la limite inductive un isomorphisme 
de MHl^fiit 1 ^) 

(11.17.6) 5: (giff^JfiWq) ^ J^(^). 
Considerons le diagramme commutatif 

(11.17.7) u¥ Jf ®ff x [i] T;'(6 r '(^Q)) ^-^T;'(6 r ' 



et les fleches verticales sont 



ou L r est induit par le morphisme canonique ^at[^] — > T 7 + (G r 
les morphismes canoniques. D'apres |11.15f i). on a 

(11.17.8) 5 r ' oi r ' =T r + '(a r ')o/o t r ' =p r ' . 

La proposition s'ensuit en vertu de 111.141 

(ii) Cela resulte de (Ill.l7.5l) . pi. 17.711 et HPTm i). 

Corollaire 11.18. Pour tout £$<Q-module de Dolbeault J% , JViytt) (|11.13.2p est un (?x[^]-fibr6 de 
Higgs soluble associe a En particulier, Jf? induit un foncteur que Von note encore 



Jf: Mod^ olb (i?) -> MH^ViI-Lf^i/y). ^ ^ -^MQ- 



(11.18.1) 



Corollaire 11.19. Pour tout J^q-module de Dolbeault j$ , il existe un nombre rationnel r > et 
un isomorphisme de Sq 

(11.19.1) a: T r+ (^(^)) ^> & \JC) 

verifiant les proprietes suivantes. Pour tout nombre rationnel r' tel que < r' < r, notons 

(11.19.2) a r ' : T r '+(J?{^)) ^> &\.^) 

I'isomorphisme de Sq induit par e r,r (a) et les isomorphismes (|11.8.5[) et (lll.8.6[) . et 

(11.19.3) P r ' : .iT(..#) -> T;'(6 r '(^)) 

son adjoint (lll.T.13[) . Alors : 

(i) Pour £ou£ nombre rationnel r' tel que < r' < r, /e morphisme f3 r est un inverse a droite 
du morphisme canonique tu r : T r ,(6 r (^)) — > J4?(^f). 
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(ii) Pour tous nombres rationnels r' et r" tels que < r" < r' < r, le compose 

(n.19.4) r;'(6 r '(^)) ^> 3>i?{Jt) ^ t\{&"{jz)) 

est le morphisme canonique. 

Remarque 11.20. Sous les hypotheses de 111.191 risomorphisme a n'est a priori pas uniquement 
determine par (^#, r), mais pour tout nombre rationnel < r' < r, le morphisme a r . 1 9.2[) ne 
depend que de et il en depend fonctoriellement (cf. la preuve de 111.26)1 . 

11.21. Soient r un nombre rationnel > 0, ,jY , a) un triplet r-admissible. Pour eviter toute 
ambiguite avec (|11.16.1|) . notons 

(11.21.1) a: & r {Jf) -> T r+ {JV) 

I'inverse de a dans 3q. Pour tout nombre rationnel r' tel que < r' < r, on designe par 

(11.21.2) a r ' : 4 T r '+{jV) 

1'isomorphisme de Sq induit par e r,r (a) et les isomorphismes (|11.8.5[) et (11 1 .8.6[> . et par 

(11.21.3) $ r ' : J( ^ J€ r ' {T r ' + {JT)) 
le morphisme adjoint. 

Proposition 11.22. Les hypotheses etant celles de (|11.21jl . soient, de plus, r' , r" deux nombres 
rationnels tels que < r" < r' < r. Alors : 

(i) La limite inductive "V{jV) du systeme inductif (^'(T t+ (._/K))) te Q >0 (|11.13.3|) est represen- 

table dans ModQ(^). 

(ii) Le morphisme compose 

(11.22.1) Ji ,je r '(T r '+(,yV)) — ► Y{JV), 

oil la seconde fleche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, independant de r' . 

(iii) Le morphisme compose 

(11.22.2) JT' \T r ' + (,vV)) — > V(Jf) -^JZ^ ,J(f r "{T r " + {^Y)) 

oil la premiere fleche est le morphisme canonique et la seconde fleche est V isomorphisme 
inverse de (lll.22.ip . est le morphisme canonique (|11.13.3p . 

(i) Comme ^# est ^Q-plat d'apres fl 1 . 12|. pour tout nombre rationnel t > 0, on a un isomor- 
phisme canonique de ModQ (i§?) 

(11.22.3) 7 * : Jt (gL% jr*(e*(^Q)) 4 4 (6*(^f )). 
On designe par 

(11.22.4) 8 1 :^®^ JT*(6*(^q)) 4 ^*(T t+ pK)) 
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le compose Jt (&) 07. Le diagramme 

(11.22.5) .JT r ' (& r ' (Wq)) S " - Jfr r '(T r ' + (^)) 



jg ®^ X r " (6 r " {3Sq)) JT r " {T r " + (,yV)) 

ou les fleches verticales sont induites par le morphisme (|11.8.8p et les isomorphismes (|11.8.5I) et 
(I11.8.6P , est clairement commutatif . La proposition resulte alors de 110.231 
(ii) D'apres 110.231 le morphisme canonique 

(11.22.6) Jt lim J(®^ JT*(6*(^q)) 

teQ> 

est un isomorphisme. Les isomorphismes (<5')o<t<r induisent alors par passage a la limite inductive 
un isomorphisme 

(11.22.7) 8:J?^V{^V). 
II resulte aussitot des definitions que le diagramme 

(11.22.8) J^ r \e r '(^ q ))-^je' r '(T r ' + (^)) 



V{Jf) 



ou l t est induit par le morphisme canonique 3§q — > (G r (3§q)) et la fleche non-libellee est le 
morphisme canonique, est commutatif. On verifie aussitot qu'on a 

(11.22.9) S r ' o L r ' = X r \a r ') o 7 r ' o / = $ r ' . 

La proposition s'ensuit. 

(iii) Cela resulte de (|11.22.5p et ll0.23r iiV 

Corollaire 11.23. On a un foncteur 

(11.23.1) f: MH^VxI-U -1 ^/^) -> Mod^ olb (J?), jY lim Jf r (T r+ pf ))). 

P rm >0 

De plus, pour tout objet jV de MH sol (^ x [|], C^xjy), est associe a jV . 

Corollaire 11.24. Pour tout &x[~]-fibre de Higgs soluble ,jV a coefficients dans C" 1 ^^/ y> ^ 
existe un nombre rationnel r > et un isomorphisme de Sq 

(11.24.1) a:& r {y{^Y))^yJ r+ {.jV) 

verifiant les proprietes suivantes. Pour tout nombre rationnel r' tel que < r' < r, notons 

(11.24.2) a r ' : &'(V(.jV)) ^ T r '+{.jV) 

I 'isomorphisme de Sq induit par e r,r (a) et les isomorphismes (|11.8.5p et (I11.8.6P . et 

(11.24.3) $ r ' : f(j¥) ->• ,Jtr r '(T r '+(,yr)) 
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son adjoint. Alors : 

(i) Pour tout nombre rationnel r' tel que < r' < r, le morphisme $ r est un inverse a droite 
du morphisme canonique w r : J^ r (T r + (^)) — > 

(ii) Pour tous nombres rationnels r' et r" tels que < r" < r' < r, le compose 

(11.24.4) JT"'(T r ' + M0) ^ Y(,vV) £-> Jtf r " (T r "+(Jf)) 

est le morphisme canonique. 

Remarque 11.25. Sous les hypotheses de 111.241 l'isomorphisme a n'est a priori pas uniquemcnt 
determine par r), mais pour tout nombre rationnel < r' < r, le morphisme a r (jll.24.21) ne 
depend que de jY et il en depend fonctoriellement (cf. la preuve de 111.261) . 



Theoreme 11.26. Les foncteurs (|11.18.1[) et (|11.23.1|) 



11.26.1) Modg olb (^)— ^MH^C^a.r 1 ^) 



r 

soni des equivalences de categories quasi-inverses I'une de V autre. 

Pour tout objet ^ de ModQ° lb (]!?), („#) est un ^[ij-fibre de Higgs soluble associe a ^f, 
en vertu de 111.181 Choisissons un nombre rationnel tjc > et un isomorphisme de Sq* 

(11.26.2) a^: T r ^+(^(^)) ^> 6 r -*(^) 

verifiant les proprietes du lll.191 Pour tout nombre rationnel r tel que < r < r^, on designe par 

(11.26.3) : T r +(JT (^T)) ^> 6 r (^) 

l'isomorphisme de Sq induit par e r - M ' ,r (a^) et les isomorphismes (|11.8.5|) et (| 1 1 . 8.6[) . par 

(11.26.4) uj(:& r ^\Jt) ^ T r -*+(^(^)), 

(11.26.5) a r ^:& r {Jt) 4 T r+ (Jf(^)), 
les inverses de a^g et a r ^, respectivement, et par 

(11.26.6) %*:JP(jZ) -> T r + (e r {^)), 

(11.26.7) /3^:^ -> .^ r (T'-+(,^(.^))), 

les morphismes adjoints de a r ^ et respectivement. On notera que cV\ est induit par e r - M ' r { 
et les isomorphismes (|11.8.5I) et (|11.8.6p . D'apres [11.22f ii), le morphisme compose 

(11.26.8) Jl ,Jf r (T r+ (Jt°(^))) — > -f(Jf(^)), 

ou la seconde Heche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, qui depend a priori de 
mais pas de r. Montrons que cet isomorphisme ne depend que de ^ (mais pas du choix de 
et qu'il en depend fonctoriellement. II sufht de montrer que pour tout morphisme u: ^ — > de 

ModQ° lb (^) et tout nombre rationnel < r < inf (r r^i), le diagramme de Sq 

(11.26.9) T r +{Jif(^)) — ^6 

y+ (.*?(«)) 



e T (u) 
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est commutatif. Soient r, r' deux nombres rationnels tels que < r < r' < inf(r^, r,4(i ) . Conside- 
rons le diagramme 

(11.26.10) T r +(6 r '(^)) Jf{JK) -?^T r + (& 



T+(e r («)) 



jse(u) 



T r + (6 r (u)) 



t;'(6'''(^')) 3tf(Jt') T;(6 r (.#')) 

ou et vf^g, sont les morphismes canoniques. II resulte de lll,19T ii) que le grand rectangle est 
commutatif. Comme le carre de gauche est commutatif et que w 1 ^, est surjectif d'apres |11.19f i). 
le carre de droite est aussi commutatif. L'assertion recherchee s'ensuit compte tenu de l'injectivite 
de (|11.7.13p . 

De meme, pour tout objet jV de MH sol (^[i], ^{^) est un ^-module de Dol- 

beault associe a JY , en vertu de lll.23l Choisissons un nombre rationnel r,yy > et un isomorphisme 
He 

ue — q 

(11.26.11) d /: 6^(f(/))4T^ + (l) 

verifiant les proprietes du 111.241 Pour tout nombre rationnel r tel que < r < rj/ , on designe par 

(11.26.12) d> : 6 r (f(,yV)) 4 T r +(Jf) 

l'isomorphisme de Sq induit par e r - Ar ' r (a iy y) et les isomorphismes (|11.8.5|) et (|11.8.6p . par 

(11.26.13) a^:T r ^ + (J^) 4 

(11.26.14) a>:T r+ (^) 4 &{f{,jV)), 

les inverses de aj( et a 1 ^-, respectivement, et par 

(11.26.15) p r ^:f(Jf) -> ,Jf r (T r+ (,yV)), 

(11.26.16) P^-.^V -> T' + (6 r (r(^K))), 

les morphismes adjoints de a r j^ et a r ^y, respectivement. D'apres lll.l7f i). le morphisme compose 

(11.26.17) ,jv A -\\{&{y{j¥))) — ► je{r{jtr)\ 

ou la seconde fleche est le morphisme canonique, est un isomorphisme, qui depend a priori de a j/ 
mais pas de r. Montrons que cet isomorphisme ne depend que de ,yV (mais pas du choix de a j/) 
et qu'il en depend fonctoriellement. II suffit de montrer que pour tout morphisme v : ,jV — > de 
MH sol (<5'i[i],( _1 fijyy) et tout nombre rationnel < r < inf(r jy,r j/'), le diagramme de Sq 

(11.26.18) & r {f{jY))-^^T r +{JY) 



-r+jVj 
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est commutatif. Soient r, r' deux nombres rationnels tels que < r < r' < inf(r jf,r ,jy>). Conside- 
rons le diagramme de ModQ(^) 

(11.26.19) ,Jtr r '(T r '+(,yV)) — ^ V{Jf) ,JtT r (T r + (,yT)) 



Jt r ("T +(«)) 



ou nj 7 ^ et vJ T jYt sont les morphismes canoniques. II resulte de lll.24f ii) que le grand rectangle est 
commutatif. Comme le carre de gauche est commutatif et que est inversible a droite d'apres 
lll.24f i), le carre de droite est aussi commutatif; d'ou l'assertion recherchee. 

Lemme 11.27. Pour tout SS^-module plat jjt et tout entier q > 0, on a un isomorphisme cano- 
nique fonctoriel (|10.21l) 

(11.27.1) lim R9T,(^(g)^ K* Q (^ r \p r d^)) ^R"T^), 

r-6Q >0 

oil R 9 T*(„# K.q( e tf( r \p r d( r ' > )) designe Vhypercohomologie du foncteur T » f| 1 1 . 1 . 3[) par rapport 
au complexes <8>^ ,p r d^). 

En effet, la suite spectrale d'hypercohomologie du foncteur T* induit, pour tout nombre ratiomiel 
r > 0, une suite spectrale fonctorielle 

(11.27.2) r E 2 ' j = R l T,(^ ^ IF(K£(tf< r >,p r # r >))) R i+ ^T*(^ ®^ ]K5(tfW,p r # r >)). 

D'apres Il0.23f iii). pour tous entiers i > et j > 1 et tous nombres rationnels r > r' > 0, le 
morphisme canonique 

(11.27.3) r E 2 J r 'E 2 ' J 
est nul. On a done 

(11.27.4) lim r E 2 J =0. 

rea>o 

Par ailleurs. il resulte de ll0.23T ii) que les morphismes canoniques 

(11.27.5) Wq -> H°(K£(tf< p \p r dW)), 
pour r £ Q>o, induisent un isomorphisme 

(11.27.6) R*T,(.^f) ^ lim r E 2 '°. 

rSQ >0 

Comme les limites inductives filtrantes sont representables dans Mod(^i [^] ) et qu'elles commutent 
aux limites projectives finies ([5j II 4.3), la proposition s'ensuit. 

Lemme 11.28. Soient ,jV un &x[~]-fibre de Higgs a coefficients dans £~ 1 Cl%/jt>, q un entier > 0. 
Notons K*(<yK) le complexe de Dolbeault de ,j¥ Q3j 2.8.2) et pour tout nombre rationnel r > 0, 
K" (T r+ ( t /K)) le complexe de Dolbeault de T r+ (,yV) (|11.7|) . On a alors un isomorphisme canonique 
fonctoriel 

(11.28.1) lim R q T,(K'(T r+ (,yV))) 4 H 9 (K*(^f)), 
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oil R 9 T»(K*(T r+ ( t y4 / ))) designe Vhypercohomologie du foncteur T * (jll.l.3|l par rapport au com- 
plexe K' {T r+ {,yV)) . 

Soient r un nombre rationnel > 0, i et j deux entiers > 0. Compte tenu de lll.4f i). d^ (| 10.21 . 1[) 
induit un morphisme ^-lineaire 

(11.28.2) <F<M : R J T*(^ (r) ) -> C^x/y ®<?x R J T„(tf< r >), 

qui est clairement un ^-champ de Higgs sur R- 7 T*(^^ r ^) a coefficients dans £ -1 r2^^,. On note # 
le ^[ij-champ de Higgs sur Jf et ${'}^ = 6 g) id +p r id ® (P'W le ^-[ij-champ de Higgs total sur 
(g)^,, R J 'T*('if'M) (p$J 2.8.8). D'apres [11.4f ii). on a un isomorphisme canonique ^[ij-lineaire 

(11.28.3) WT,{K l {T r+ (.yV))) ^ ® ffx R^X(^ (r) ),< ( t r) ), 

compatible avec les differentielles des deux complexes de Dolbeault. 
Par ailleurs. on a une suite spectrale canonique fonctorielle 

(11.28.4) r E^ j = R J 'T*(K i (T r+ (^))) => R J+J T*(K , (T r+ (^))). 
D'apres [10.181 et (|1 1.28.3[) . pour tout i > 0, on a un isomorphisme canonique 

(11.28.5) lim r E*'°^K i (^,6»), 

et pour tout j > 1, on a 

(11.28.6) lim r Ei J = 0. 

re«j >0 

De plus, les isomorphismes (|11.28.5|l (pour i £ N) forment un isomorphisme de complexes. La 
proposition s'ensuit ([5] II 4.3). 

Theoreme 11.29. Soient ^ un £%q-module de Dolbeault, q un entier > 0. Notons K m (J^ (^)) 
le complexe de Dolbeault du &%\^\-fthre de Higgs J%?(^) ([3] 2.8.2). On a alors un isomorphisme 
canonique fonctoriel de 0x[^}-modules 

(11.29.1) R q T4^) ^ H 9 (K*(jr(.#))). 

En effet, 3F{AK) est un ^e[i]-fibr6 de Higgs soluble associe a ^ en vertu de lll.181 Choisissons 
un nombre rationnel Tj( > et un isomorphisme de 

(11.29.2) a M ■ T r ^+(Jf(^)) ^ & r ^(Jt) 

verifiant les proprietes du lll.191 Pour tout nombre rationnel r tel que < r < T^g, on designe par 

(11.29.3) a r M : T r+ (,J^(^)) ^> &{JZ) 

l'isomorphisme de Sq induit par e r -* ,r (o^) et les isomorphismes (| 1 1 . 8.5[) et (|11.8.6|) . D'apres 
la preuve de 111.261 a r ^ ne depend que de ^# (mais pas de a^) et il en depend fonctorielle- 

ment. Par ailleurs, T r+ (jrf?(^)) etant naturellement un objet de IHq(^, T*(^ _1 f2^^)), notons 

K*(T r+ (J$?(^))) son complexe de Dolbeault dans Mod Q (^) flTTF]) . Comme .£ est ^Q-plat 
d'apres [11. 12[ induit un isomorphisme f| 10 . 2 1[) 

(11.29.4) K*(T r+ (Jf(^))) -4 Jt®^ K' Q (^ r \p r d {r} ). 
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On en deduit un isomorphisme canonique fonctoriel de <£?3e[i]-modules 



(11.29.5) 



lim R«TJK*(T r +(jrL#)))) ^ lim WTJJt&s, K?,(^ (r) ,p r d (r) )) 

■Son 



rS«J >0 



ou R 9 T >t (— ) designe l'hypercohomologie du foncteur T*. Le theoreme s'ensuit compte tenu de 
\TTMet\HM 



12. Image inverse d'un module de Dolbeault par un morphisme etale 

12.1. Les hypotheses et notations generales de §[9]et §[TT]sont en vigueur dans cette section. Soit, 
de plus, g : X' — > X un morphisme etale. On munit X' de la structure logarithmique ^tx' image 
inverse de ^x et on note /' : (A"', ^#x') {S, ^s) le morphisme induit par / et g. On observera 
que /' est adequat (|3 .9[) et que X'° = X° Xx X' est le sous-schema ouvert maximal de X' ou la 

structure logarithmique ^Mx' est triviale. On munit X et X des structures logarithmiques ^fcj^i 
et images inverses de ^Mx 1 - H existe essentiellement un unique morphisme etale g: X' — > X 

qui s'insere dans un diagramme cartesien 

(12.1.1) 




On munit X' de la structure logarithmique ^M x , image inverse de de sorte que (X',^Z X ,) 

est une (^(S), ^^ 2 ^)-deformation lisse de (X ,^#^/). 

On associe a (/', X', ~d x ,) des objets analogues a ceux definis dans §H]et SlTTlpour (/, X, 
qu'on note par les memes symboles affectes d'un exposant '. On designe par 

(12.1.2) <$>:E' -> E, 

(12.1.3) $.:Ef a E„ 

les morphismes de topos (|7.5.3[) et (|8. 1 1 .8[) induits par fonctorialite par g. D'apres ([I] 10.14), $ 
s'identifie au morphisme de localisation de E en o*{X'). De plus, 1'homomorphisrne canonique 
— ¥ 38 est un isomorphisme en vertu de !7.21f i). Pour tout entier n > 1, $ s est sous-jacent 
a un morphisme canonique de topos anneles (18.11. 11| ) 



(12.1.4) 



L'homomorphisme $*(^„) — » 23 n etant un isomorphisme (|8.13|) . il n'y a pas de difference pour les 
^"n-modules entre l'image inverse par <fr s au sens des faisceaux abeliens et l'image inverse par $„ 
au sens des modules. Le diagramme de morphismes de topos anneles (j8.11.12l) 



(12.1.5) 



{KM 



-^1 n *„ 



ou g n est le morphisme induit par g, est commutatif a isomorphisme canonique pres. 
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12.2. Tout objet de E' etant naturellement un objet de E, on note j : E' E le foncteur cano- 
nique. Celui-ci se factorise a travers une equivalence de categories 

(12.2.1) E'^E /{T ^ x , y 

qui est meme une equivalence de categories au-dessus de Et/x'> ou l' on considere ^/(x'°-^a*') 
comme une (Et /x : )-c'Ategovie P ar changement de base du foncteur fibrant canonique tt : E — > Et/x 
(|9.2.2p . D'apres ([4] 5.36), la topologie co-evanescente de E' est induite par celle de E au moyen 
de j. Par suite, j est continu et cocontinu ([5J III 5.2). De plus, $ s'identifie au morphisme de 
localisation de E en a *{X') = (X X') a (g] 10.14). En particulier, $* n'est autre que le 
foncteur de restriction par j. On designe par Q' la sous-categorie pleine de Et/x' des objets qui 
sont dans Q (|9.5p et par 

(12.2.2) tt q , : E'q, -> Q' 

le categorie fibree deduite par changement de base du foncteur fibrant canonique n' : E' — > Et/x'- 
Le foncteur j induit done un foncteur j'q : E'q, — > Eq qui s'insere dans un diagramme commutatif 
a isomorphisme canonique pres 

(12.2.3) E'^Eq 



E' — - — E 

ou u et u' sont les foncteurs de projection canoniques. Les foncteurs u et u' sont pleinement fideles, 
et la categorie Eq (resp. E'q,) est U-petite et topologiquement generatrice du site E (resp. E') 
d'apres 1931 II resulte aussitot de (|12.2. 1|) que j'q se factorise a travers une equivalence de categories 



(12-2.4) £q'^(£q)/ S .(x'°^')' 

ou u*(X — > X') est le prefaisceau sur Eq deduit de (X — > X') par restriction par u. On munit 
Eq (resp. E'q,) de la topologie induite par celle de E (resp. E'). Le foncteur $* : E —> E' etant 
essentiellement surjectif, la topologie de E'q, est induite par celle de Eq par j'q ([5] II 2.2). Par 
suite, j'q est continu et cocontinu ([5J III 5.2). 

12.3. Soient Y un objet de Q' (|12.2ll tel que Y s ^ 0, y un point geometrique de Y , Y la 
composante irreductible de Y contenant y (|3.3[) . Considerons les objets associes a Y dans 19.131 
et 19.151 relatifs a (/, X, ~4Cv)- ^ n n °ter a que l'anneau Ry (j7.13.2p . la structure logarithmique 
^ei-i (y v ) sur ^i^) (19.13.5p et le i? y -module Ty (|9.13.7p ne changent pas que Ton utilise / ou 

/'. Remplacant (/, X, ^v) par (/', X', on designe par Jify le Ty-torseur de F zar defini 

_ rJJ f- ^JJ 

dans ()9.13.9p . par &y le i?y--module defini dans (|9.13.10l) et par ^y la i? y -algebre definie dans 

(|9.13.12p . Soient U un ouvert de Zariski de Y , U l'ouvert de ^(Y ) defini par U. Considerons le 
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diagramme commutatif (sans la fleche pointillee) 



(12.3.1) 



(U,^ f y\U) 



iy\U 



(U, JZ^y^U) ^ (X 1 , Jt^ (X, Jt~) 

Comme g est etale, l'application 

(12.3.2) £e${U)->3%{U) t iP^goip, 

est bijective. On en deduit un isomorphisme i?y-lineaire et ni (Y , y)-equivariant 
(12.3.3) 

qui s'insere dans un diagramme commutatif 



■^Y — * Y ' 



(12.3.4) 



()• 



^3) 

■ Rv 



^R, 



Y 



Z n X>/s( Y ) ®O x ,{Y) Ry 



■0 



■0 



ou les lignes horizontales sont les suites exactes (|9.13.10l) . L'isomorphisme (|12.3.3|l induit un iso- 

io _ — V 

morphisme TTi(Y , y)-equivariant de i? y -algebres 



(12.3.5) 



Soit n un entier > 1. Remplagant (f,X,^y) par (/', X',^0ty,), on designe par & Y n ^ e &&y~ 
module de Y {&t defini dans (|9.15.3|) et par ^ Y n ^ a ^y-algebre de Y m definie dans (|9.15.4|1 . D'apres 
I7.21f ii), on a un isomorphisme canonique d'anneaux de Y f(St 

(12.3.6) ly^ly. 

Compte tenu de ce qui precede, on a un isomorphisme ^y-lineaire canonique 

(12.3.7) ,? Y ,n 4 &Y,n- 

On en deduit un isomorphisme de ^y-algebres 

(12.3.8) ^Y,n — > ^Y,n- 

12 A. Soient n un entier > 1, r un nombre rationnel > 0. D'apres ([5 J III 2.3(2)), comme le foncteur 
JQ : Eqi ^ Eq est cocontinu (|12.2[) , les isomorphismes (|12.3.7I) induiscnt un isomorphisme de 38 n - 
modules 



(12.4.1) 
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qui s'insere dans un diagramme commutatif 
(12.4.2) *-K@n) ^K(^n) 



ou les lignes horizontales sont les suites exactes deduites de (|9.22.1| (cf. la preuve de I9.22f ii)). De 
meme, les isomorphismes (j!2.3.8|) induisent un isomorphisme de ^„-algebres 

(12.4.3) ln-K^n)^K, 

compatible avec p n via les isomorphismes (I9.22.3p . 

D'apres (|12.4.2p . p n induit un isomorphisme ^ n -lineaire 

(12.4.4) 



qui s'insere dans un diagramme commutatif 

(12.4.5) o — - — - <&;(^ r) ) 











ou les lignes horizontales sont les suites exactes deduites de (|9.22.1j) . On en deduit un isomorphisme 
de ^?„-algebres 

(12.4.6) 7 P:$*M r) )^< (r) ' 

12.5. On designe par X (resp. X') le schema formel complete p-adique de X (resp. X ), par 

(12.5.1) g:X'^X 
le prolongement de g : X — > X aux completes et par 

(12.5.2) $: (E'f,W) -)• (Sf,W) 

le morphisme de topos anneles induit par les morphismes (<& n )n>i (|12.1.4[) fcf. 16. 5[) . On note encore 

(12.5.3) $* : Mod Q (W) -> Mod q {W) 

le foncteur induit par l'image inverse par 4>. D'apres l8.141 $ est canoniquement isomorphe au mor- 
phisme de localisation du topos annele (Ef , S3) en A* (<r* (X' s ) ) , ou A: Ef — > E s est le morphisme 
de topos defini dans (|6.4.3p . Par suite, il n'y a pas de difference pour les ^-modules entre l'image 
inverse par <£> au sens des faisceaux abeliens et l'image inverse au sens des modules. Le diagramme 
de morphismes de topos anneles 



(12.5.4) 



T 



\ $ 



(El 



(X s , zaT , X ) 
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ou T et T' sont les morphismes de topos anneles dermis dans (jlO.l.lip . est commutatif a isomor- 
phisme canonique pres (|8.11.15[ ). Le morphisme canonique 

(12.5.5) b^C^x/^^C 1 ^^ 
etant un isomorphisme, il induit par (j!2.5.4[) un isomorphisme 

(12.5.6) 6: ^(T^r 1 ^)) 4 V* (C 1 ^, f ^). 

Soit r un nombre rationnel > 0. Compte tenu de (|6.5.4[) et (|6.12.1[) . les isomorphismes (pk )n>i 

* i 

(|12.4.4|) induisent un isomorphisme S3 -lineaire 

(12.5.7) p (r) : <£*(# w ) 4 #' (r) . 

( r ) " / 

De meme, les isomorphismes (jn ) n >i (|12.4.6|) induisent un isomorphisme de S§ -algebres 

(12.5.8) 7 (r) : $*(^ r )) 4^ r) . 
II resulte aussitot de (|12.4.5p que le diagramme 



(12.5.9) 



ou d' r ) et d'^ sont les derivations (|11.7.1j) , est commutatif. Pour tous nombres rationnels r > r' > 
0, le diagramme 



(12.5.10) 



$*(^( r )) ^ " > ff'W 



$*(<jf(r')) J—^<g'(r') 

ou a r ' r et cS""' r sont les homomorphismes canoniques (I9.28.7p . est commutatif. 



12.6. On designe (abusivement) par 

A 



(12.6.1) 



le foncteur image inverse pour les modules de Higgs ([3] 2.9) induit par g et le morphisme canonique 
(112. 5. 5p . On definit de meme un foncteur image inverse (jll.5l) 

(12.6.2) fl*: IH^.r 1 ^/^) ^IH^'.r 1 ^'/^)' 



Celui-ci induit un foncteur que Ton note encore 



12.6.3) fl*: TH Q (0x,C 1 ni / r)^IHQ{0 x ,,C 1 %/s>)' 
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Le diagramme de foncteurs 

(12.6.4) IH Q (^,r 1 ^/^) -MH(^[i],r^ 



ioi ^1 



m Q (^,r 1 ^ 7 ^) 



ou les fleches horizontales sont les foncteurs ()11.5.2p est commutatif a isomorphisme canonique 
pres. 



12.7. Soit r un nombre rationnel > 0. D'apres 15.111 et (|12.5.9|l . pour tout objet (^~,^,u, V) de 
E r pi.7p . ($*(^"), $*(^), <£*(V)) s'identifie a un objet de S' r au moyen des isomorphismes 

y( r ' (|12.5.8p et 5 (|12.5.6p . On en deduit un foncteur qu'on note encore 

(12.7.1) $*:S r ^S' r . 

Celui-ci induit un foncteur que l'on note encore 



(12.7.2) 

Les diagrammes de foncteurs 

(12.7.3) 



$* : EL -» Sf 



Mod(^) 

<i>* 

Mod( ^ ) 



<i>* 



ou les fleches horizontales sont les foncteurs (|11.7.3[) . et 
(12.7.4) 



iH(^-,r 1 ^ / ^)' 



iH(^,r 1 ^ / 



T"'+ „ 



ou les fleches horizontales sont les foncteurs (|11.7.8j) . sont clairement commutatifs a isomorphismes 
canoniques pres. D'apres 18. 14[ le diagramme de foncteurs 



(12.7.5) 



- Mod(^) 
■ Mod(# ) 



ou J^ r et J^"* sont les foncteurs (|f 1.7.5p . est commutatif a isomorphisme canonique pres. 

Le morphisme de changement de base relatif au diagramme (|12.5.4p induit un morphisme de 
foncteurs de H r dans IH.(&x' , C -1 ^'/^) 



{ 12.7.1 
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ou ct T'T sont les foncteurs (|11.7.11|) . D'apres ([5] XVII 2.1.3), celui-ci est l'adjoint du mor- 
phisme 

(12.7.7) T"'+ og'oTpl'o T r+ oT^f', 

ou la premiere fleche est l'isomorphisme sous-jacent au diagramme () 1 2 . 7 . 4j) et la seconde Heche est 
la fleche d'adjonction. Par suite, pour tout objet JV de IH(<^a;, C -1 ^/^) et tout objet & de S r , 
le diagramme d'applications d'ensembles 

(12.7.8) Hom H ,(T r +(^),^) -Hom m( 1& J.yf, T;(J?)) 

a b 

Hom 3 ,.(T'-+( *(^)),$*(^)) '-Hom ra(<ysE , i£ _ lS3 . / ^ ) (fl*(^),T5:($*(^))) 

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes d'adjonction, a est induit par le foncteur <3E>* et 
l'isomorphisme sous-jacent au diagramme (|12.7.4p et b est induit par le foncteur g* et le morphisme 
(|12.7.6p . est commutatif. 

Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, le diagramme de foncteurs 



^12.7.9) 



ou les fleches horizontales sont les foncteurs (|11.8.3|) . est commutatif a isomorphisme canonique 
pres. II resulte aussitot de (|12.5.10|) que le diagramme de morphismes de foncteurs 

(12.7.10) g*oT; ^ 0* ° o e r ' r ' 

j'r <£* _ J'r' Q e r,r' Q J'r' Q Q £ r,r' 

ou les fleches horizontales sont induites par le morphisme (|11.8.9p , les fleches verticales sont induites 
par le morphisme (|12.7.6p et 1'identification notee avec un symbole = provient du diagramme 
(112. 7. 9p . est commutatif. Par suite, le morphisme compose 

(12.7.11) g , oT>6 r 4T';oi*o64 T' + r o & r o $*, 

ou la premiere fleche est induite par (|12.7.6p et la seconde fleche est l'isomorphisme sous-jacent 
au diagramme (|12.7.3p . induit par passage a la limite inductive, pour r £ Q>o ; un morphisme de 
foncteurs de Mod q (W) dans MH(^[i], / s») 

(12.7.12) 0*o^r~>Jf"o$, 
ou et J*f' sont les foncteurs ([11.13.21) . 

Proposition 12.8. Supposons que g soit une immersion ouverte. Alors : 
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(i) Pour tout nombre rationnel r > 0, le morphisme (|12.7.6| est un isomorphisme. II rend 
commutatif le diagramme de foncteurs 



(12.8.1) 



(ii) Le morphisme (112.7. es£ un isomorphisme. II rend commutatif le diagramme de foncteurs 
(12.8.2) Mod Q (#)^^MH(^[i],r 1 ^/^) 

** , 



Mod Q (^ 



(i) Cela resulte de |gJ5l 

(ii) Cela resulte de (i) et des definitions. 



Proposition 12.9. Soient 



un H8q 



-module de Dolbeault, JV un 0x[-]-fibre de Higgs soluble a 



coefficients dans £ Cl^.,^. Alors <f>* (^#) est un 3§Q-module de Dolbeault et Q*(<jV) est un ^x'[^\ 



fibre de Higgs soluble a coefficients dans £ Si de plus, .M et jV sont associes, $*(^#) et 



sont associes. 

En effet, Q*(,yY) est un ^/[i]-fibr6 de Higgs a coefficients dans £,~ 1 ^x'/y e ^ &*{^) es t un 
objet de ModQ tf (38 ). Supposons qu'il existe un nombre rationnel r > et un isomorphisme de Sq 

(12.9.1) a: T r+ (^V) ^ &(Jt). 

Compte tenu de (|12.7.3[) et (|12.7.4I) . $*(a) induit un isomorphisme de Sq 

(12.9.2) a': T' r+ (g*(^)) -3- 6 ,r ($*M0); 
d'ou la proposition. 

12.10. D'apres [T2"l)l $* induit un foncteur 

(12.10.1) $* : Mod^ olb (38) -> Mod^ olh (W), 
et q* induit un foncteur 

(12.10.2) -*■ TV/rxTsol^r l e-ioi 



Proposition 12.11. (i) Le diagramme de foncteurs 

(12.11.1) Mo^^^Mff^^t^r 1 ^) 



<i>* 



Mod° olb (^') MH^V^'^.r 1 ^/^) 



104 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



ou J^f et M" sont les foncteurs (|11.18.1| est commutatif a isomorphisme canonique pres. 
(ii) Le diagramme de foncteurs 

(12.11.2) MH sol (^[i],t 1 fi] E/j ,) _J^Modg olb (f) 



8 



<I>' : 



MH S V F [i] , r ^iv^) — Modjf lb (i? ) 
om e£ sont les foncteurs (|11.23.ip esi commutatif a isomorphisme canonique pres. 

(i) Pour tout objet ^# de ModQ° lb (^), ^ et Jf{.4l) sont associes en vertu de lll.181 Choisissons 
un nombre rationnel rj( > et un isomorphisme de Sq* 

(12.11.3) a ^ : T r ^+(^(^)) 4 &^{J() 

vcrifiaiit les proprietes du lll.191 Pour tout nombre rationnel r tel que < r < rj(. on designe par 

(12.11.4) a r ^ : T r+ (,J^(^)) 4 & r (J£) 

1'isomorphisme de Sq induit par e r -* ,r (a^) (| 1 1 .8.4|) et les isomorphismes (|11.8.5| et (|1 1 .8.6|) . 
Compte tenu de (|12.7.3j> et (|12.7.4jl . $*(a ^) induit un isomorphisme de Sq-* 

(12.11.5) a^: T'^+( *(.^(.#))) 4 6'^($*(^)). 
De meme, <&*(a^>) induit un isomorphisme de Sq 

(12.11.6) a^: T' r +(g*(J?(^))) 4 6""($*(^)), 
qu'on peut aussi deduire de e' r ^' r (a'^-) par (|12.7.9| . On designe par 

(12.11.7) fa: S^W) -+ r;(6-($*(^)) 

son adjoint (|11.7.13|) . D'apres [LT9l §*{J() est un ^Q-module de Dolbeault et {Jt)) est un 

[i]-fibre de Higgs soluble a coefficients dans ^ _1 f2^, associe a $*(^#). Par suite, en vertu 
de II 1.17f i) . le morphisme compose 

(12.11.8) fl*(jr(-#)) ^ T';(6' r ($*(^)) — ► {J()), 

ou la seconde fleche est le morphisme canonique (lll.13.2p . est un isomorphisme qui depend a 
priori de ctj( mais pas de r. D'apres la preuve de 111.261 pour tout morphisme u: ^# — > de 

ModQ° lb (^) et tout nombre rationnel r tel que < r < inf (r.<c , r.s' ) > le diagramme de Sq 

(12.11.9) T r+ {Jif(^)) _^-^6 r 

T r+ {je(u)) e r (u) 

T r+ (Jf{j^')) 6 r (^') 
est commutatif. On en deduit que 1'isomorphisme compose (|12.11.8|l 

(12.11.10) (.#)) 4 3%"{¥{Ji)) 

ne depend que de ^ (mais pas du choix de aj() et qu'il en depend fonctoriellement ; d'ou la 
proposition. 

(ii) La preuve est similaire a celle de (i) et est laissee au lecteur. 
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Remarque 12.12. Soit un ^Q-module de Dolbeault. 

(i) Le morphisme canonique (|12.7.12[) 

(12.12.1) g*(JT(^)) 

est un isomorphisms ; c'est l'isomorphisme sous-jacent au diagramme commutatif (jl2.ll.lj) . 
En effet, reprenons les notations de la preuve de ll2.1lT i) et notons, de plus. 

(12.12.2) P^: JT(^) -> T\{&(^)) 

le morphisme adjoint de oT^. II resulte de (|12.7.8() que le morphisme Ijl2.ll.7jl est egal 
au compose 

(12.12.3) 0*(Jf(^)) 8 -^i ) B*(T;(6 r (J'))) ^T£(3>*(6 r (.^f))) — ^ T^(©' r ($*(.#))) , 

ou la deuxieme Heche est le morphisme (|12.7.6j) et la derniere fleche est l'isomorphisme sous- 
jacent au diagramme (j!2.7.3|) . Par ailleurs, la limite inductive des morphismes /3^, pour 
r G Q>o, es t l'identite, et la limite inductive des morphismes pour r € Q>o, est egale a 
l'isomorphisme compose (112.11. 8|) . sous-jacent au diagramme commutatif (|12.11.ip . 

(ii) Soient r un nombre rationnel > 0, 

(12.12.4) a: T r+ (Jf (^f)) 4 &{Jt) 

un isomorphisme de Sq verifiant les proprietes de 111.191 Compte tenu de (i), (112.7. 3p et 
(j!2.7.4p . on pcut identifier $*(a) a un isomorphisme 

(12.12.5) a 1 : T"" 4 \Mt '($" \Ji))) 4 & r (¥ (J()) . 

Par ailleurs. $*(^) est un ^Q-module de Dolbeault d'apres [12.91 II resulte aussitot de lll,17l 
que a' verifie les proprietes de 111.191 

12.13. On note ip le morphisme compose 

(12.13.1) i>: Ef X s . 6t X 6U 

ou A est le morphisme de topos defini dans (|6.4.3j) et i: X s — » X est l'injection canonique. Pour 
tout objet U de Et/x, on designe par fjj : (U,^x\U) — > (S,^s) le morphisme induit par /, 
et par U — > X l'unique morphisme etale qui releve U — > X, de sorte que (U, W) es ^ une 

(^(-S 1 ), ^^ 2 (5))-deformation lisse de (U , jK-^\U). Le localise du topos annele (Ef en tp*(U) 
est canoniquement equivalent au topos annele analogue associe a fu en vertu de 18.141 Pour tout 
nombre rationnel r > 0, le localise de la ii?-algebre en ip*{U) est canoniquement isomorphe a 
la (^|^*({7))-algebre analogue associee a la deformation (U, |{/), d'apres (|12.5.8jl . On designe 
par Mod(W\tp*(U)) la categorie des (W\ip* (U))-modvHes de (E* ° ) /v> , (£/) , par Mod Q (^|V'*(E/')) 
la categorie des (^|^'*(f/))-modules a isogenie pres, par Sj} la categorie des p r -isoconnexions 
integrates relativement a 1'extension (<£W \tp* (U)) / (W\ip* (U)) fcf. [Tl~7j) . par H£f q la categorie des 

objets de a isogenie pres et par ~M.odQ° lh (.^lip* (U)) la categorie des (U))iQ-m.odnles de 

Dolbeault relativement a la deformation (U, ,^^\U) (cf. Ill.lljl . D'apres [12.9l pour tout morphisme 
g : U' — > U de Et /x , le foncteur de restriction 

(12.13.2) Mod Q (W\^*(U)) -^Mod Q (W\^*(U')), J( i-> Jf\ip*{U'), 
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induit un foncteur 

(12.13.3) Modg olb p|^*(C/)) -> Modg olb (#|V>*(Z7')). 
On note 

(12.13.4) S^-^,, A^A\r(U'), 

(12.13.5) S^q -> H^ >Q , fl ^ B| W), 

les foncteurs de restriction definis dans (|12.7.1[) et (|12.7.2p . respectivement. 

Lemme 12.14. Soient r un nombre rationnel >0,A,B deux objets de S^q, (C^i)iei recouvre- 
ment etale de X. Pour tous £ I 2 , on pose Uij = L7j Xx Uj. Alors le diagramme d' applications 
d 'ensembles 
(12.14.1) 

Hom srx JA,B)^l[Uom sru JA\r(U l ),B\rm) =4 Hom-.^A^^), £|V>*(^i)) 

ie/ {i,j)ei 2 

est exact. 

En effet, comme X est quasi-compact, on peut supposer I fini, auquel cas l'assertion resulte 
facilement de 15.71 

12.15. On note MOD'(il) la Ef "-categorie fibree (et meme scindee [14] VI § 9) des ^-modules 
sur Ef ([13J II 3.4.1). C'est un champ au-dessus de Ef d'apres ([13] II 3.4.4). On designe par 
Et co h/x la sous-categorie pleine de Et fx formee des schemas etales de presentation finie sur X et 
par 

(12.15.1) MOD(#) -> Et coh/x 

le changement de base de MOD'(^) ([14] VI § 3) par ip* o e, ou -0 est le morphisme ()12.13.ip et 
e: Et co h/x — > Xct est le foncteur canonique. C'est aussi un champ d'apres ([T3] II 3.1.1). On en 
deduit une categorie fibree 

(12.15.2) MOD Q (#) -> Et coh/x , 

dont la fibre au-dessus d'un objet U de Et coh / x est la categorie MocIq(^ , |-0*([/)) et le foncteur 
image inverse par un morphisme U' — > U de Et co wx es t l e foncteur de restriction (|12.13.2p . On 
notera que ce n'est a priori pas un champ. Elle induit une categorie fibree 

(12.15.3) MOD^ olb (^) -> Et coh/x 

dont la fibre au-dessus d'un objet U de Et co h/x es t la categorie Mod^ olb (^|i/;*(J7)) et le foncteur 
image inverse par un morphisme U' —> U de Et co h/x es t le foncteur de restriction (|12.13.3j) . On 
s'attend a ce que (|12.15.3|) soit un champ. On peut toutefois montrer le resultat partiel suivant. 

Proposition 12.16. Soient ^£ un objet de ModQ tf {SS), {Uiji^l un recouvrement ouvert (de Za- 
riski) de X . Pour que *M soit de Dolbeault, il faut et il suffit que pour tout i £ I, ^f\ip*(Ui) soit 
de Dolbeault. 



En effet, la condition est necessaire en vertu de I12.9L Supposons que pour tout i £ 7, ^(\ip*(Ui) 
soit de Dolbeault et montrons que est de Dolbeault. Comme X est quasi-compact, on peut 
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supposer / fini. Choisissons pour tout i 6 I, un nombre rationnel r% > et un isomorphisme de 

(12.16.1) ai -. T^ + (m^\rm)) ^ &?(^\r(Ui)) 

verifiant les proprietes du lll.191 ou J^f, T[ + et 6; sont les foncteurs (|11.18.1j) . (|11.7.1ip et (|11.7.3|) . 
respectivement, associes a (/^ , t/j, ^(^\Ui). Pour tout nombre rationnel r tel que < r < r{, on 
designe par e[" r : Ej). Q — > S^-. q le foncteur (|11.8.4|l associe a (fui,Ui, Jt^\fJf) et par 

(12.16.2) <: T[+(^(.#|</>*({/ 2 ))) -4 ©a^|^*(f/i)) 

l'isomorphisme de Sj}. q induit par tf' T [a.i) et les isomorphismes f|11.8.5[) et f|ll .8.6|) . En vertu de 
(|12.7.3| , ()12.7.4j) et I12.8f ii) , on peut identifier a\ a un isomorphisme 

(12.16.3) a\: T r+ {jf(^))\^*(Ui) 4 & r (JtW{U l ). 

Pour tout £ I 2 , posant Uy = Ui Uj, ^\ip*(Uij) est de Dolbeault d'apres [12.91 Compte 
tenu de ll2.12[ les isomorphismes cti\ip*(Uij) et a,j\f>*(Uij) verifient les proprietes du lll.191 II resulte 
alors de la preuve de 111.261 que pour tout nombre rationnel < r < mi(ri,rj), on a dans Ej^. q 

(12.16.4) a r i \r(U ij ) = a r j \r(U ij ). 

D'apres Il2.14[ pour tout nombre rationnel < r < inf(r,,i G I), les isomorphismes (o^)i^i se 
recollent en un isomorphisme de Sq 

(12.16.5) a r : T r+ {j^(^g)) 4 & r { Jt). 

13. Petits modules de Higgs 
Les hypotheses et notations generales de § [9] et § Qj] sont en vigueur dans cette section. 

Definition 13.1. On dit qu'un ^[ij-fibre de Higgs {^Y , 9) a coefficients dans ^,~ 1 ^x/^> est petit 
s'il existe un sous-^-module coherent de jY qui l'engendre sur e t un nombre rationnel 

e > tels que 

(13.1.1) 8{m) C p'C^x/j? ®ff x 

Conjecture 13.2. Tout petit &x[~]-fibre de Higgs a coefficients dans £ — "^/^ es t soluble. 

Proposition 13.3. La conjecture (|13.2p vaut si X est un objet de Q (|9.5p . autrement dit, si les 
conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) X est affine et connexe ; 

(ii) /: (X, ^x) (S,^s) admet une carte adequate (|3.8p ; 

(iii) il existe une carte fine et saturee M —> F(X, ^#x) pour (X, ^x) induisant un isomorphisme 
(13.3.1) M4r(X,/x)/(I,^), 

La preuve de cette proposition est donnee dans I13.13) apres quelques resultats preliminaires. 
Proposition 13.4. Si la categorie fibree (|12.15.3p 

(13.4.1) MOD° olb (^) -> Et coh/x 

est un champ, la conjecture (|13.2p vaut. 
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En effet, soient Jf un petit ^e[|]-fibre de Higgs a coefficients dans £ (JJi)i^i un re- 

couvrement etale de X par des objets de Q (|9.5| . Pour tout i E I, notons % le schema formel 
complete p-adique de Ut. D'apres 113.31 est un €^ [i]-fibre de Higgs soluble a coefficients 

dans t, Avec les notations de 112.131 il lui correspond done le i§?Q|-!/>*({7i)-module de Dol- 

beault .#i = %(JY\%), ou % est le foncteur (|11.23.1j) associe a (f Ut , £/<, JK x \Ui). D'apres [T2~nT ii'). 
la donnee de descente sur les fibres de Higgs definie par jV induit une donnee de des- 

cente sur les modules de Dolbeault {.^fi)i£i- Cette derniere est effective par hypothese. II existe 

done un ^Q-module de Dolbeault ^# tel que la donnee de descente associee sur (Ui))iei 
soit isomorphe a celle sur [y^i)%^i. En vertu de 111.261 et H2.1lT i). on en deduit par descente des 
fibres de Higgs que l'image de par le foncteur 3V (|1 1 . 18. Ill est canoniquement isomorphe a jV . 
Par suite, jV est soluble. 

13.5. Dans la suite de cette section, on suppose que X est un objet de Q (|9.5p et on pose 
R = T(X, fix), Ri=R ®e K ff-K et 

(13.5.1) ft R/&K = r(x,n x/s ). 

On designe par Ri le separe complete p-adique de R\ , par 5: E s — > E le plongement canonique 
(|9~2"3)) et par 

(13.5.2) (3:E^T f6t 

le morphisme canonique (|7.3.1[) . Pour tout entier n > 1, on note 

(13.5.3) p n : {E s ,W n ) -> (X° m ,W Xt n) 

le morphisme de topos anneles defini par le morphisme de topos /? o S et par 1'homomorphisme ca- 
nonique 3§x,n —> fi*{3$n) fcf. I9.2p . On rappelle que ce dernier n'est pas en general un isomorphisme 

(|8.1.8| . On designe par 5%x l'anneau (^x,n+i)neN de (X° 6t ) N ° et par 

(13.5.4) h (Ef ,W) ^ ((X° l6t f° ,W X ) 

le morphisme de topos anneles induit par les (/3 r i+i)neN- 

Si A est un anneau et M un A-module, on note encore A (resp. M) le faisceau constant de 
valeur A (resp. M) de X f6t ou (X f6t ) N °, selon le contexte. 

On sous-entend par ^x-module de Higgs a coefficients dans £~ "jj/g> K , un ^x-module de 
Higgs a coefficients dans £,~ 1 ^\i/ff K ®R -^x ([3] 2.8). 

Proposition 13.6. Pour tout fix-module coherent 91, on a un isomorphisme SS-lineaire canonique 
et fonctoriel 

(13.6.1) $*(m(X) ®j£ Wx) 4 T*(0l). 

Pour tout entier n > 1, on pose 91„ = y\/p n yi, que Ton considere comme un fi-^ -module de 
X St et ou Xet, selon le contexte (cf. 12.91 et I8.9|) . D'apres (|10. 1 . 12(1 et la remarque suivant (|2.9.5p . on 
a un isomorphisme canonique 

(13.6.2) T*(m) ^ (a* n+1 {m n+1 )) neN . 
Pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme canonique (|8.8.4I) 

(13.6.3) a* n (m n ) 4 a- l {Vl n ) W n . 
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Done en vertu de ([4] 5.32(ii), 8.9 et 5.15), le 3§ n -modvle cr*(DT,,) est le faisceau de E associe au 
prefaisceau 

(13.6.4) {U ^y\ n {U s )®0-j Us) ^u, n }, (U G Ob(Et/x))- 
Pour tout objet affine U de Et/xi on a des isomorphismes canoniques 

(13.6.5) m{u s ) ^ rti(x)® ri x (u.), 

(13.6.6) m n (u s ) ^ m(u s )/p n yi(Us), 

(13.6.7) % n (f/«) 4 0x(U a )/p n x (U a ). 

Par ailleurs, en vertu de ([1] 5.32(i), 8.9 et 5.15), le ^ n -module /3* (91(X) ®^ i^x.n) est le faisceau 
de E associe au prefaisceau 

(13.6.8) {U\-¥ m(X) ®^ 75 v ,n}, (f/GOb(Et /x )). 

D'apres (|9.6.5p . on en deduit un isomorphisme ^„-lineaire canonique et fonctoriel 

(13.6.9) /3*(*Jt(3C) ®£ ^x,„) 4 <(0t„). 
La proposition s'ensuit compte tenu de (|6.5.4I) et (|13.6.2[) . 

13.7. Soit r un nombre rationnel > 0. On designe par ^"x le ,3?x-module {^x n +i)neN et P ar 
1 & ^x-algebre (^x r ^ +1 )neN fcf. I9.18|) . D'apres l6.3f i) et (|6.12.ip . on a une suite exacte de 
^x-modules 

(13.7.1) 0^W X -tC^R/ex ®R^x^0. 

Compte tenu de !6.3f i) et (|6. 12.3|) . on a un isomorphisme canonique de ^x-algebres 

(13.7.2) 4 r) 4limS| (#^ r) ). 

Pour tous nombres rationnels r > r' > 0, les morphismes (a^ r n+1 ) ne N (I9.18.3p induisent un 
morphisme ^xdineaire 

(13.7.3) a-':#W^#^. 

Les homomorphismes (o^sc n+i)»£N (19. 18.4)) induisent un homomorphisme de ^x-algebres 

(13.7.4) t'/'-W-nfP- 

Pour tous nombres rationnels r > r' > r" > 0, on a 

(13.7.5) a^ = a x o et oj^ = a x o . 
On a un isomorphisme canonique < ®^- -lineaire 

(13.7.6) Q ^/W x 4 ®* 

La ^x-derivation universelle de correspond via cet isomorphisme a l'unique ,^?x -derivation 

(13.7.7) 4 r) : 4 r) r 1 ^/^ ®r "4 r) 
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qui prolonge le morphisme canonique $x — > £, 1 S~l 1 R / eK 2%x (113. 7. ip . Comme 

(13.7.8) r 1 ^/** ®n$x = d%\£P) c 4 r) o4 r) ), 

1 

R/Gk 



la derivation est un ^x-champ de Higgs a coefficients dans £ 1 VL 1 R/eK d'apres ([3] 2.12). Pour 
tous nombres rationnels r > r' > 0, on a 

(13.7.9) p r - r '(id ® a£ r ') o d ( p = d [ p o a r /- 

Proposition 13.8. Pour tout nombre rationnel r > 0, les morphismes canoniques 

(13.8.1) P*{^ ( x ] ) ^ # (r) , 

(13.8.2) /8*C4 r) ) 4 ^ (r) , 

son£ des isomorphismes. De plus, pour tous nombres rationnels r > r' > 0, les morphismes /3*(a^ r 
et $*(a x 7 ) s 'identifient aux morphismes a r,r (|9.28.6| et a r,r (|9.28.7|) . respectivement. 



Pour tout U 6 Ob(Et/x), on note gu'U — > X le morphisme canonique. En vertu de ([1] 

5.32(i), 8.9 et 5.15), pour tout entier n > 1, le i§?„-module ftni^Xn) es ^ canoniquement isomorphe 
au faisceau associe au prefaisceau sur E defini par la correspondancc 

(13.8.3) {U ^ (g°u)m(^Sn) ®(a h ); tt (*x.n) 
Pour tout Y G Ob(Q), l'homomorphisme canonique 

(13.8.4) ® (S) . t (I x ,„) &Y,n -+ 
est un isomorphisme en vertu de 19.201 Par suite, le morphisme 

(13.8.5) ^Mj^jrM 

adjoint du morphisme canonique ~~ ^ Pn*{^n )j est un isomorphisme d'apres (|9.6.5[) . On en 
deduit, compte tenu de (|6.5.4[) et (|6.12.ip . que le morphisme canonique (113.8. ip est un isomor- 
phisme. On demontre de meme que l'homomorphisme canonique (|13.8.2p est un isomorphisme ; on 
peut aussi le deduire de (|13.8.1I) . La derniere assertion est evidente par adjonction. 

Remarque 13.9. II resulte de 113.81 que pour tout nombre rationnel r > 0, $*(jdjp) s'identifie a 
la derivation d^ (|9.28.9|) . On peut construire 1'identification explicitement comme suit. D'apres la 
preuve de l9.22f ii). pour tout entier n > 1, le diagramme 

(13-9.1) r 1 ^/^ Mx,n 



ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques et les Heches horizontals proviennent des 
suites exactes (|9.18.ip et (|9.22.1I1 . est commutatif. On en deduit par adjonction un diagramme 



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. II 

commutatif 

(13-9.2) ftO^gj Pn(^R/ &K ®R@X,n) 



dont les fleches verticales sont des isomorphismes, d'apres les preuves de 113.61 et 113.81 Par suite, le 
diagr amine 

(13.9.3) /3*(4 r) ) — - H^ R /e K ®R^x ] ) 



ou les fleches verticales sont les isomorphismes induits par (|13.6.1[) et (|13.8.2[) est commutatif. 

13.10. Soit r un nombre rationnel > 0. On designe par Mod(^x) la categorie des ,$4? -modules, 

par O r la categorie des p r -isoconnexions integrables relativement a l'extension l&x (15.10P et 
par & r x le foncteur 

(13.10.1) 6^:Mod(l x )^e r , 



(r) 



JZM,P r d { x ® id ) 



D'apres [5.121 si (€ft, 91', u, 0) est une ^%-isogenie de Higgs a coefficients dans £ pi.5|) . 



(13.10.2) ®^ 91(2), ®^ 0t'(£),id<g>^ w,p r (i^ ® V + id <g> 0) 
est un objet de O r . On obtient ainsi un foncteur 

(13.10.3) T r +: IU(ff x ,C 1 ^ 1 x/ ,y) O''. 

Proposition 13.11. Pour tout nombre rationnel r > 0, les diagrammes de foncteurs 



*(r) 



(13.11.1) 



Mod(Jx) 
Mod(^) 



6i 



/9* 



(13.11.2) 



iH coh (^,r 1 ni / ^) 



O r 



om Ze foncteur image inverse par $ pour les p r -isoconnexions est defini dans (|5.1ip . son£ commu- 
tatifs a isomorphismes canoniques pres. 

Cela resulte de IT3~H MM et EH 
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Proposition 13.12. Soient e,r deux nombres rationnels tels que e > r + ^-j- et r > 0, 91 

)i 



X-module coherent et ,9^ -plat, 6 un ffx-champ de Higgs sur 91 a coefficients dans £ c/ , tel 



que 

(13.12.1) 6»(9I) c pT^x/j^ ®e* <yl - 

On note encore 91 la i^-isogeme de Higgs (91, 91, id, 0) a coefficients dans ^,~ 1 ^x/.y ^ ex ^ e <dors 
un S3 x-module adique de type fini ^# de (X l6t ) N et un isomorphisme de Q r 

(13.12.2) T r +(m) ^ & r x {Jt). 

On peut clairement supposer X s non-vide, de sorte que (X, ^#x) remplit les hypotheses de ([3] 
6.2). Soit y un point geometrique generique de X . Comme X est localement irreductible (|3.1|l . il 
est la somme des schemas induits sur ses composantes irreductibles. On note X i y \ la composante 

irreductible de X contenant y. De meme, X est la somme des schemas induits sur ses composantes 
irreductibles, et X ^ — X ^ Xx X° est la composante irreductible de X contenant y. On pose 

R\ = T(Xfy), G-x) et Ay — iri(X° y },y). On note R\ le separe complete p-adique de R\, Ba t le 
topos classifiant de Ay, 

(13.12.3) ^:X; )if6t ^B A¥ 

_ y ^JJ 

le foncteur fibre en y (|2.10.3p , R x l'anneau defini dans (|7.13.2[) et R x son separe complete p-adique. 

On designe par la i? x -algebre definie dans (|9.24.3[) par son separe complete p-adique, 

par 

(13.12.4) d^, w : ^ x {r) C^R/ff* ®R *x W 

— "y — ( \ 

la i? x -derivation universelle de e ^ P ar 

(13.12.5) d^, w : # (r) -> r^k/^ ®« # W 

son prolongement aux completes (on notera que le R- module Qr R ,g K est libre de type fini). II 
resulte de 17.151 et des definitions qu'on a des isomorphismes canoniques 

(13.12.6) Vy(@x\X° {v) ) ^> Tf x , 

(13.12.7) ^(<lP^>) ^ «f'«/p"«?' <r) . 

Les objets A^-, i?^, i? y et ^j^ 1 *' correspondent aux objets A, Ri, R et < ^ < - r ' ) definis dans [3], en 
prenant k = y dans ([3] 6.7). Nous utiliserons dans la suite les constructions de ([3] § 13). Posons 
Ny = r(Xte\ s , 91) et notons 

(13.12.8) %: % -> r 1 ^/^ ®i? % 

le i?i -champ de Higgs a coefficients dans £ fi^^, induit par qui est e-quasi-petit dans le 

y" 

sens de ([3] 13.2). On lui associe par le foncteur ([3] (13.5.10)) une Ri -representation quasi-petite 
ify de Ay sur Ny. D'apres ([3j 13.20), on a un '^'^■'-isomorphisme A^-equivariant de modules a 

1 \ — ^ 

p r -connexions relativement a l'extension < w x / R , 

(13.12.9) Uy-. Ny^-y^'^ ^ Ny®~-f^ (T \ 
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ou c €^/ yr ^ > est muni de Paction canonique de Ay et de la p r -connexion p r d^y.M , le module Ny de la 

- — -V 

source est muni de Taction triviale de et du R\ -champ de Higgs 9y, et le module Ny du but 
est muni de Taction ipy de A^ et du R\ -champ de Higgs mil. 

II existe un systeme projectif (-S?n+i)neN de i?j-modules de X l6t tel que pour tout point geome- 
trique generique y de X , on ait un isomorphisme de systemes projectifs de R\ -representations de 
Ay, 

(13.12.10) (Vy(jtf n+1 \X {v) )) neN 4 (Ny/p^N^iPy)^. 

Ceci resulte aussitot de la definition du foncteur ([3] (13.5.10)) (cf. [4] 9.7). D'apres [2.111 -%n est 
de type fini sur R\. Pour tous entiers m > n > 1. le morphisme _£f TO /j) n _£f TO — > Jz?„ induit par le 
morphisme de transition Jz? m — > Jz?„ est un isomorphisme. On pose 

(13.12.11) M = (3f n+1 SS X 

C'est un ^x-module adique de type fini de (If a ) N ° en vertu de !6.14l Les isomorphismes (|13.12.9|) 
induisent un isomorphisme ^^-lineaire 

(13.12.12) u: m(X) ®^ 4 Jt®i% 
tel que le diagramme 

(13.12.13) <g>^ ^ 



soit commutatif ; d'ou la proposition. 

13.13. La proposition 1 13 . 31 resulte de ll3.lll et ll3.12l 
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